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  نظرية الزمر

J.S. Milne 

  ٢٠٠٧ أيلول، ١

  :مقدمة
كمـا هـو    . رطلاب السنة الأولى من خريجي الجب     ات ل لاحظكتبت النسخة الأولى من هذه الم     

ة، وبشكل خـاص، علـى      مجردات، وكانت متركزة على الزمر ال     الحال في معظم هذه الدور    
ة الوحيدة التي تواجه معظم    ليست هي المشكل  ة  مجردال، إن الزمر    بكل الأحوال . الزمر المنتهية 

، أو، زمر لي، ولا نهـتم بـالزمر         ةطبولوجيال ا الزمر الجبرية، الزمر   علماء الرياضيات وإنم  
بتوسـيع هـذه    ) المـستقبل في   (اهتمامييتركز  . بحد ذاتها فقط وإنما بتمثيلاتها الخطية أيضاً      

، بشمولية أكثـر،    الذي سيبرهن ، و ) صفحة ٢٠٠( مجلداً يبلغ حجمه      لتعطي وتنتج  اتلاحظالم
  .مفاهيم مقدمة إلى نظرية الزمر لخريجي الرياضيات، الفيزياء، والمجالات المرتبطة بها
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 ـلفإ.  إلى زمـن كوشـي     تعوديمكن القول بأن نظرية الزمر ذات الرتب المنتهية          ترجـع  ه  ي
. قـائق المنعزلـة    من عدد من الح    نظريةالمحاولات الأولى في التصنيف مع مخطط لتشكيل        

، )الناظميـة ( الأهمية عن الزمـرة الجزئيـة        من غاية    في  فكرة النظرية  هذه  إلى اأدخل غالو 
 أن كل معادلة من درجـة منتهيـة         بماو،  علاوة على ذلك  . زمر إلى بسيطة ومركبة   وتقسيم ال 

 بأن الوصول اها جميع خواص المعادلة، بين غالوتقابل زمرة من رتبة منتهية بحيث تعتمد علي       
، بـشكل غيـر      سيكون أكبر   يمكن أن يكون بعيداً، وبالتالي فإن الإسهام       النظريةإلى تطبيقات   

  . ياتها الجزئيةمباشر، لتطوير متتال
قدمت العديد من الإضافات، وبالتحديد من قبل علماء الرياضيات الفرنسيين، مـن خـلال               

قدم أول عرض تفصيلي للمبرهنة في النسخة الثالثة من قبـل           ). التاسع عشر (منتصف القرن   
عرض بعد ذلـك  . ١٨٦٦ التي طبعت في عام   ”,Cours d’Algèbre Supérieure“ سيرت
 Traite des substitutions et des équations“ النـسخة  ١٨٧٠جـوردان فـي عـام    السيد 

algébriques.”   وتطبيقاتهـا   اجوردان بتطوير أفكار غـالو     من بحث    الأهمكرس الجزء   وقد 
  .لنظرية المعادلات

قة من تطبيقاتها، حتى ظهـور مـذكرات   فرلم يحدث تقدم ملحوظ في النظرية، كأجزاء مت      
 الخـامس مـن   الجـزء فـي   ”Théorèmes sur les groupes de substitutions“هير سيلو 

Mathematische Annalen . منذ تاريخ هذه المذكرات، وخاصة في السنوات الأخيرة، تقدمت
  .مستمرالنظرية بشكل 

W. Burnside, Theory of Groups of Finite Order, 1897.   
  
  

، و أشار كاميل جوردان في مقدمة    ١٨٣٢اظمية في عام     مفهوم الزمرة الجزئية الن    اأدخل غالو 
Traité    إلى التمييز بين الزمر البسيطة والزمر المركبـة كمـا فـي معظـم               ١٨٧٠ في عام 

 ببناء قاعدة بيانـات  Traité، بدأ جوردان بعد ذلك.  التبديلات  زمر التفرعات الهامة في نظرية   
الدرجة الخامسة على الأقل والكثير من الزمـر         الزمر المتناوبة من     –للزمر البسيطة المنتهية    

أخيراً، طبع لودونيغ سـيلو مبرهناتـه   . الخطية التقليدية الإسقاطية على حقول ذات دليل أولي  
  .١٨٧٢الشهيرة عن الزمر الجزئية التي رتبها قوى لأعداد أولية في عام 

   
R. Solomon, Bull. Amer. Math. Soc., 2001.  
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  .ملاحظات

  :الآتيةنستخدم  الرموز 
      { }0 , 1 , 2 , ... ,=  

  =Z      =            حلقة الأعداد الصحيح
    =     حقل الأعداد الحقيقية           

      =حقل الأعداد المركبة              
pي عدد أولpعنصر، حيث pالحقل المكون من  p= = F Z Z  

nmلكل عددين صحيحين  , ،nm تعني بأن m يقسم n ،أي أن ،Ζ∈ mn  . نعتبرp 
في جميع الملاحظات، عدداً أولياً، أي أن، 

...,1000000007,...,11,7,5,3,2=p.  
]تكافؤ،  اللتكن لدينا علاقة          نرمـز   ∗⋅لتي ترمز لصف التكافؤ الذي يحـوي علـى           ا ∗[

لـذلك فـإن     (S فنرمز لها بالرمز     Sأما قدرة المجموعة    . φ للمجموعة الخالية بالرمز  
S      هي عدد عناصر المجموعة S        وذلـك عنـدما تكـون ،S  لـتكن   ).  منتهيـةI,A 

)، بـالرمز  I التي أدلتها من المجموعـة     Aمجموعتين، نرمز لمجموعة عناصر      ) Iiia ∈ ،
ii:١لشكل وهي عبارة عن تطبيق من ا a I A→a.  

، وتشاكلات الحلقات لوجود 1يتطلب وجود الحلقات للحصول على العنصر المحايد     
 bعنصر  ( من حلقة ما عنصر وحدة إذا كان له معكوسaيكون العنصر . تطبيق تقابل

baabمثلاً، بحيث يكون  == 1 .(  
  YX ⊂ ،X مجموعة جزئية من Y) ؛)ليس بالضرورة مجموعة فعلية  

def
=X Y     ،X ف لتساويتعر Y أو تساوي ،Yالتعريف؛ ب  

YX ≈      ،X تماثل Y؛  
X Y     ،X و Y ًاًأو إذا كان التماثل وحيد( متماثلان قانونيا.(  

  
 
 

                                                
1 A   ذا كانت   مثلاً، إ .  ما  مجموعة على يجب تمييزها  أسرةf      3  دالة من الشكلΖ → Ζ Ζ    التي ترسـل 

       العدد الصحيح إلى صف تكافئه، عندئذ( ){ }Ζ∈iif ) حيث إن  مجموعة مكونة من ثلاثة عناصر،       , )( ) Ζ∈iif 
  . دليل غير منتهيبأسرة  مع مجموعة 
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 ٧

  الفصل الأول

  ة و نتائج أساسياتريفتع

  و أمثلة اتريفتع
   مع العملية الثنائية G هي كل مجموعة (group) الزمرة 1.1تعريف 

( ), :∗ × →aa b a b G G G  
  :الآتيةتحقق الشروط 

 .G1)لكل ) الخاصة التجميعيةGcba   يكون,,∋

( ) ( ) ;∗ ∗ = ∗ ∗a b c a b c  
.G2) يوجد عنصر) يوجد عنصر حيادي Ge  ، بحيث يكون ∋

( )1                              ∗ = ∗ =a e e a a   
Gaلكل  ∈  

.G3) لكل ) يوجد معكوسGa Ga، يوجد ∋  ، بحيث يكون ′∋

.aaeaa ∗′==′∗  
)نختصر عادةً الكتابة     )∗,G   إلى G .   ًنكتب أيضاab    بدلاً من ba ، e بدلاً مـن     1 و   ∗

baأو نكتب    ba بدلاً من    + في الحالة الأولى، يقال بـأن الزمـرة        . e بدلاً من    0 و   ∗
  .(additive)، وفي الحالة الثانية يقال بأنها جمعية (multiplicative)ضربية 

  .G ترمز لعناصر من الزمرة ba,,...، يفيما يل 2.1
)a(   يدعى بالعنصر المحايد(1)إن العنصر الذي يحقق العلاقة (neutral element)  .

eeeeمحايداً آخر، عندئذ   عنصراً′eفإذا كان    هـو  eفي الحقيقة إن . ′=∗′=
eeeقق ، الذي يحGالعنصر الوحيد من    ). G1بتطبيق (∗=

)b(   إذا كانeab eca و ∗= =∗عندئذ ، 

( ) ( ) ccecabcabebb =∗=∗∗=∗∗=∗=  
aوبالتالي فإن العنصر          يـسمى هـذا      . a معرف بشكل وحيد بدلالـة       (G3)في   ′

أو يسمى نظيـر   (a−1 ويرمز له بالرمز a العنصر  (inverse)كوس  العنصر مع 
(negative) العنصر aرمزه  وa−                                 .(                  
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 ٨

    )c (      نلاحظ من(G1)     321ثلاثة عناصر     أن جداء ,, aaa   من G    يكون معرفاً بشكل 
) ومن ثم نشكل     21aa أولاً واضح، فيما إذا شكلنا    ) 321 aaa     32، أو نـشكلaa 

)بعد ذلك نشكل    أولاً و  )321 aaa  ،في الحقيقـة، يبـرهن     . كون نفسها النتيجة ست ف
(G1)     أن الجداء لأي n-   عدد naaa ,...,,  معرف بـشكل    G من عناصر    21
قد ينتهي  إن أحد الجداءات    . nنبرهن على ذلك بالاستقراء الرياضي على       . واضح
   إلى

( )2                          ( ) ( )1 1... , ,+i i na a a a        
  جداء نهائي، بينما يوجد جداء آخر من الشكل ك

( )3                          ( ) ( )1 1... , ,+j j na a a a  
. ائينلاحظ أن التعبيرين السابقين معرفان بشكل جيد، وذلك حسب الفرض الاستقر          

jiلذلك، إذا كان     jiأما إذا كـان     .  متكافئان (3) و   (2)فإن    ،  = ≠   عندئـذ ،
jiيمكن أن نفرض بأن    وبالتالي . >

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

+ + +

+ + +

=

=

i i n i i j j n

j j n i i j j n

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a
  

  .(G1)إن التعبيران في الجهة اليمنى متساويان وذلك من 
   )d (    عكوس  إن مnaaa 1 هو   21...

1
11

2
... −−− aaan        أي أن معكوس الجـداء يـساوي ،

  .بترتيب معاكس  ولكن المعكوسات،جداء 
   )e(    إن ) (G3 يبين بأن قانون الحذف(cancellation)محقق في الزمر، أي أن   

  
  

 منتهية، عندئذ فإن قانون     Gبالعكس، إذا كانت    و )a−1بالجداء من اليسار بالعدد     (          
GGaxxإن التطبيق    ،  (G3)الحذف محقق في     →:a     متباين، وبالتالي فهـو 

 a للعنـصر   يكـون  في صورة التطبيق، عندئـذe       تقابل، بشكل خاص، إذا كان      
نجـد بـأن    ) b( يساري، ومـن     كوس يميني، وبشكل مشابه، يكون له معكوس      مع

  .المعكوسين متساويان
ــان         ــون الزمرت )تك ) ( )∗′′∗ ,,, GG   ــل ــق تقاب ــد تطبي ــاثلتين إذا وج  متم

GGaa ′↔′↔ )، بحيث يكون, ) baba Gba لكل ∗′=′′∗′ ∈,.  

cbcabacbacab =⇒==⇒= ,
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 ٩

تسمى الزمرة المنتهية التي .  هي قدرة هذه الزمرةG الزمرة (order)رتبة Gإن     
  . زمرة-p بـ pرتبتها قوى لعدد أولي 

  ، نعرفG من aلكل عنصر     










<

=

>

=

−−− 0...

0

0...

111 naaa

ne

naaa

a n  

   محققةالآتية  إن النتائج 

( )4              ( ), ,+= =
nn m n m m mna a a a a لكل Ζ∈nm,  

   بأن المجموعة (4)نجد من 
{ }ean n =Ζ∈  

إذا كـان  . m≤0 لبعض الأعداد الـصحيحة  Ζm، ولذلك فهي تساوي Ζتشكل إيديالاً في  
m 0=  ،na e≠ 0 باستثناء=n       يقال بأن رتبـة عندئذ ،a    وإذا كـان   .  غيـر منتهيـة

0≠m  0صغر عدد صحيح    ، يكون أ>m    بحيث يحقق ،ea m ، عندئذ يقال بأن رتبـة    =
a11في هذه الحالة، .  منتهية −− = maa و   

nmea n ⇔=  
  أمثلة

) الزمرة   C∞لتكن   3.1 )+,Z       1، و، لكل عدد صـحيح≥m    لـتكن ،mC   الزمـرة 
( )+ΖΖ ,m.  

ــتكن . (permutation groups)زمــرة التبــديلات  4.1 ــتكن Sل  مجموعــة ول
( )Sym S      مجموعة كل التقـابلات SS →:α .        ف جـداء عنـصرين مـننعـر
( )Sym Sبتركيبها على الشكل   

βααβ o=  
)لكل   )SSym ∈γβα Ss و ,, ∈  

( )5  ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ,α β γ α β γ α β γ= =s s so o o o  
ssإن التطبيق المحايد    . يعي محقق  قانون التجم   فإن وبالتالي a      هو العنـصر المحايـد 

)في )Sym S    ويوجد معكوس، لكي تشكل ،( )Sym S  وبالتـالي فـإن    .  تطبيقات تقابل
( )SSym        تشكل زمرة، تدعى بالزمرة التناظرية لـ S .   مثلاً، إنnS   زمرة التبديلات 
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 ١٠

} حرف  معرفة لتشكل الزمرة التناظرية للمجموعة         nمن   }n,...,2,1     وهـي مـن 
  .n!الرتبة 

HG لتكن   5.1 HG زمرتين، لنبني الزمرة     , ، التي تسمى بالجداء المباشـر لــ        ×
HG HGأما كمجموعة، تسمى بالجداء الديكارتي لـ       . , ، وتعرف عملية الـضرب     ,
  :يلي كما

( ) ( ) ( )hhgghghg ′′=′′ ,,,  

  :إذا كان) ٢أو آبلية(  تبديلية G تكون الزمرة 6.1
baab Gba، لكل = ∈,  

لـيس  (صـر   منتهية مـن العنا  S لأي محموعة    ييكون الجداء المنته  .   في الزمرة التبديلية  
عادةً، نتعامـل مـع الزمـر       . eمعرفاً جيداً، الجداء الخالي هو      ) بالضرورة أن تكون مرتبة   

  :(4)تصبح المعادلة . بديلية على أنها زمر جمعيةالت
( ) ( ) mnanamnamaanm =+=+ ,  

   تبديلية G  في حالة 
( ) mbmabam Zm، لكل +=+ Gba و ∋ ∈,  

  الآتيوبهذا فإن التطبيق 
( ) Ζ→×Ζ Gmaam :, a  

، تشكل مجموعة العناصر ذات     Gفي الزمرة التبديلية    .  مودول -Z إلى   Aيحول المجموعة   
  . (torsion subgroup)، وتسمى بزمرة الفتل G من torsGالرتب المنتهية زمرة جزئية 

nnإن المصفوفات من النوع . قلاً ماحFليكن 7  1.  F التي تأخذ عواملها من الحقـل  ×
)والتي محدد كل منها لا يساوي الصفر تشكل زمرة  )GL F سمى بالزمرة الخطية العامـة  ت

(general linear group) من الرتبة n . أما بالنسبة إلىVوهو F-   فضاء متجهـي ذو 
)بعد منته، فهو يشكل الزمرة  )GL V  تدعى بالزمرة الخطية العامة لـV .  نلاحظ أنـه إذا

)  بعد، عندئذ نختار قواعد لنعرف التماثـل V nكان لـ  ) ( )GL GL→ nV F     الـذي
   . التماثل الذاتي إلى مصفوفاته مع الحفاظ على القواعدليرس

                                                
  ".الزمرة التبديلية"شائعة أكثر من " الزمرة الآبلية"إن 2
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نتذكر بـأن التحويـل   . F الفضاء المتجهي ذو البعد المنتهي على الحقل Vليكن 8  1.
φ: التطبيق   هو Vطية على   ثنائي الخ  × →V V F        والذي يكون خطياً عنـد كـل 
VV هو تماثل φإن التماثل الذاتي لـ . متغير →:α بحيث يكون   

( )6              ( ) ( ), ,φ α α φ=v w v wلكل ، Vwv ∈,  
)إن التماثل الذاتي يشكل زمرة  )Aut φ . لتكنneee ,...,,   ، ولتكن V قاعدة لـ 21

( )( )
njiji eeP

≤≤
=

,1
,φ.  

) إن القاعدة المختارة تطـابق    . φمصفوفة   )Aut φ ـ  ع زمـرة المـصفوفات النظاميـة        م
(invertible) A3  بحيث يكون  

( )7                                    . . =trA P A P  
   متناظراً، أي أنφإذا كان     

( ) ( )vwwv ,, φφ Vwv، لكل = ∈,  
)سمى وغير شاذ، ت )Aut φ بالزمرة المتعامدة (orthogonal) لـ φ .  

   تخالفياً، أي أن φ  وعندما يكون   
( ) ( )vwwv ,, φφ Vwv، لكل =− ∈,  

)، تسمى شاذوغير  )Aut φبالزمرة المتعامدة الزوجية (symplectic)  لـ φ .   فـي هـذه
   التي تكونφ لأي مصفوفة Vالحالة، توجد قاعدة لـ 

nm
I

I
J

m

m
m =








−

= 2,
0

0
2  

   بحيث يكون Aوزمرة المصفوفات النظامية 
mm

tr JAJA 22 =  
2SPتدعى بالزمرة المتعامدة الزوجية  m.  

                                                
) على الشكلφ، يصبح nF في Vعندما نستخدم قاعدة لتعريف  3 )1 1 1

1, . .n

n n n

a b b
a a p

a b b

     
     
     
     

M M a L M  

1 يقابل التطبيقαى القاعدة، عندئذ  مع الحفاظ علα مصفوفة لـ Aإذا كانت  1

n n

a a
A

a a

   
   
   
   

M a M  

   على الشكل (6)لذلك، تصبح 
( ) ( )

1 1 1 1

1 1. . . . . . . , . . , ,
       
       = ∈
       
       

t r n
n n

n n n n

b b a b
a a A p A a a p F

b b a b
M L M M M.  

 .(7)، نرى بأنه يكافئ nFلاختبار  هذه الحالات على قواعد قانونية لمتجهات لـ 
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 ١٢

9.1) a (    شروط الزمرة    ترتيبيمكن أن يعاد )G2   و G3 (     بـشروط أضـعف )  يوجـد
 بحيـث يكـون     eيوجـد   ) G`2): (عنصر محايد من اليسار ومعكـوس مـن اليـسار         

aae ــل ∗= ــل ) a ،)G`3 لك Gaلك ــد ∋ Ga، يوج ــون  ′∋ ــث يك بحي
eaa Ga، ليكن )G2(و  ) G3(لكي نبين بأن هذين الشرطين يكافئان       . ′∗= ، من  ∋

 G3` نجد أنه إذا كانaa eaa    بحيث يكون,′′′ eaa و ′∗= =′∗′′ .عندئذ  
( ) ( ) ( )

( )( ) ,

a a e a a a a a a

a a a a a a e

′ ′ ′′ ′ ′∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗

′′ ′ ′ ′′ ′= ∗ ∗ ∗ = ∗ =
  

  ، و)G3(وهذا يكافئ 
( ) ( ) eaaaaaaaaea ∗=∗′∗=∗′∗=∗=  

  ).G2(وهذا يكافئ 
    )b (  يمكن أن تعرف الزمرة على أنها مجموعةG   مع عمليـة ثنائيـة (  ـ∗( ث  بحي

Gaلكـل   ) g3( غير خاليـة،     G) g2( تجميعية،   ∗) g1: (ةالآتيتتحقق الشروط    ∈ ،
Gaيوجد عنصر    aa بحيث يكون    ′∋ كما يوجد عنـصر محايـد   .  محايد الزمرة ′∗

المجموعة مع العملية الثنائية التجميعيـة  المعرفـة عليهـا، مـن             واحد على الأكثر في     
توجد مجموعـة أصـغرية فـي       ). a(ذه الشروط تكافئ الشروط التي في       الواضح أن ه  

)الحالات التي يتحقق فيها شرطين من الشروط الثلاثة ، مثلاً،            )+  تحقق الـشرطين    ,
الثالث، والمجموعة الخالية تحقـق الـشرطين الأول   الأول والثاني، بينما لا تحقق الشرط   

22والثالث، ولا تحقق الشرط الثاني، ومجموعة المصفوفات من النوع            التي تأخـذ    ×
BAABBAعواملها من حقل ما وتحقق        تحقق الشرطين الثاني والثالث ولا      ∗=−

  .تحقق الشرط الأول

  جدول الجداءات 

   من الجداءات الآتيالعملية الثنائية على المجموعة المنتهية يمكن وصفها بالجدول   إن 
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    e    a    b    c ...       

...

...

...

...

2

2

2

2

ccbcace

bcbbabe

acabaae

ecebeae

  

e

a

b

c

M

 

  
تكـرار   العنصر المحايد إذا وفقط إذا كان أول عمود و أول سطر من الجدول هو              e  يكون  

ويكون المعكوس موجوداً إذا وفقط إذا كان كل سطر وكل عمود تبادلي مـع   . لعناصر الزمرة 
 عنصراً، عندئذ لإثبات الخاصة التجميعية يجب       nإذا وجد   )). e( 1.2انظر  (عناصر الزمرة   

  . معادلة3nأن نختار 
، وبالتحديـد، كـل     nة لإيجاد كل الزمر المعطاة برتبة منتهيـة           هذا يقترح لنا خوارزمي     

 صـغيراً   nباستثناء الحالة التي يكون فيها      . الجداول الضربية المحتملة والتأكد من المسلمات     
 موضع، فإذا سمحنا لكل موضـع       2nي على       يحتو إن الجدول    !جداً، وهذا ليس موضوعياً   

 جدول محتمل قليل جداً التـي       2nn، عندئذ نحصل على     nأن يثبت أي عنصر من العناصر       
  مثلاً، يوجد . تعرف زمراً

648 6277101735386680763835789423207666416102355444464034512896=  
ماثلة من الزمر    عناصر، لكن يوجد خمس صفوف مت      8عملية ثنائية على مجموعة مكونة من       

  .(4.12) 8من الرتبة 

  (subgroups)الزمر الجزئية 
  إذا كان . G مجموعة جزئية وغير خالية من الزمرة S لتكن 10 .1قضية 

S1   :SabSba   ، و ,∋⇒∋
S2    :SaSa ∈⇒∈ −1  

  . إلى زمرةS تحول Gعرفة على عندئذ فإن العملية الم
SSS تعرف العمليـة الثنائيـة       Gإن العملية الثنائية المعرفة على      ) S1(. البرهان →× 

 علـى الأقـل،     a تحوي على العنـصر      Sبفرض أن   . ، من الواضح أنها تجميعية    Sعلى  
=−1، والجداء   a−1معكوسه   aae . وأخيراً من)S2 (  نبين أن معكوس أي عنصر مـنS 

  .Sينتمي إلى 
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عندما . Gبالزمرة الجزئية في  ) S2(و  ) S1( التي تحقق    Sالخالية    تسمى المجموعة غير      
Saلـيكن   ): S2(يـؤدي إلـى الـشرط       ) S1( منتهية فإن الشرط       Sتكون   ∈   عندئـذ ،

{ }...,, 2aa ــة ــون رتب ــذلك تك ــأن a، ول ــول ب ــة، ونق ea  منتهي n ، الآن إن =
Saa n ∈= −− )إن المثال   . 11 ) ( )+ ⊂ + , ) S2(لا يقتضي   ) S1( يبين بأن الشرط     ,

  . غير منتهيةSعندما تكون 

   هي المجموعة الجزئيةG إن مركز الزمرة 11.1مثال
( ) { }GxxggxGgGZ ∈∀=∈= ,: 

  .Gوهي زمرة جزئية من 

  .G هو زمرة جزئية في Gإن تقاطع الزمر الجزئية في  12.1قضية
، ومن الواضح أن    eيدبما أن المجموعة غير خالية لأنها تحوي على العنصر المحا         . البرهان

  .محققان) S2(و ) S1(الشرطين 

في الحالة العامة يكون تقاطع الموضوعات الجزئية من موضوع جبري هـو             13.1ملاحظة  
مثلاً تقاطع الحلقات الجزئية هو حلقة جزئية، وتقاطع المودولات الجزئيـة           . موضوعة جزئية 

  .هو مودول جزئي، وهكذا

 G، توجد زمرة جزئية أصغرية فـي        G من زمرة    X لكل مجموعة جزئية     14.1قضية  
 مع الـسماح  ( ومعكوساتها   Xوتتكون من جميع الجداءات المنتهية لعناصر من        . Xتحوي  
  ).بالتكرار
 وبالتالي فإنها زمـرة  X الحاوية على Gتقاطع جميع الزمر الجزئية في      S لتكن. البرهان

ومن . X تحوي   G، من الواضح بأنها أصغر زمرة جزئية في         X وتحوي   Gجزئية في   
.  ومعكوسات هذه العناصـر    Xالواضح أيضاً بأنها تحوي على جميع الجداءات لعناصر من          

وبالتالي فهي زمرة جزئية فـي     ) S2(و  ) S1( الشرطين   قلكن إن مجموعة هذه الجداءات تحق     
G تحوي X. ولذلك فهي تساويS.  
، وتـسمى بـالزمرة   X المعطاة في القضية السابقة بـالرمز  S  نرمز للزمرة الجزئية    

}مثلاً،  . Xالجزئية المولدة بالمجموعة   }e=φ .          إذا كانت رتبة كـل عنـصر فـيX 
 X منتهية، عندئذ مجموعة كل الجداءات المنتهية مـن عناصـر          Gمنتهية، مثلاً إذا كانت     

  .X زمرة وتساوي  تشكل
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XG إذا كان    G تولد   X نقول بأن        يكتـب علـى     G ، أي أن، كل عنصر في     =
 مـن الزمـرة     aنلاحظ بأن رتبة العنـصر      .  ومعكوساتها Xشكل جداء منته لعناصر من      
  . المولدة بهaة يساوي رتبة الزمرة الجزئي

  أمثلة
يقال بأن الزمرة دائرية إذا كانت مولدة بعنصر واحد من عناصـرها،      . الزمر الدائرية  15 1.

rGأي أنه، إذا كانت      Gr لبعض العناصر    = ي  منتهية وتـساو   rإذا كانت رتبة    . ∋
n عندئذ ،  

{ }2 mod= ≈ ↔n i
nG e r r r C r i n, , , ... , ,  

 عبارة عن تناظرات دورانية حول مركز مضلع منتظم مؤلف من           Gويمكن أن نتصور بأن     
n-إذا كانت رتبة .  ضلعr غير منتهية، عندئذ   

{ } irCrrerrG iii ↔≈= ∞
−− ,...,,...,,,,...,,... 1.  

سنـستخدم  .  n≥∞ لكـل    nوبهذا، حتى التماثل ، يوجد تماماً زمرة دائرية من الرتبـة            
ΖΖليس بالضرورة  ( n لأي زمرة دائرية من الرتبة nC،مستقبلاً الرمز  n أو Ζ.(  

4  زمر ديهيدرال.16 1
nD .3 لكل≥n ،nD هي زمرة التناظرات لمضلع منتظم مؤلف 

 rلـيكن  . لـساعة مرقمة بعكس اتجاه عقـارب ا n...,2.1عدد رؤوسه . 5  ضلع-nمن 
niiلذلك  (nπ2الدوران بزاوية تساوي     mod1+a(   وليكن ،s    انعكاس للمحـور  =)

ــور  ــول المح ــرأس  ) دوران ح ــن ال ــضلع  1م ــز الم ــى مرك ــون  ( إل ــذلك يك ل
niii mod2 −+a .( عندئذ  

( )srsrrsrssr nn 112 ;1;1 −− =⇒===  
  يلي تقتضي هذه المعادلات ما

{ }1 1, , ..., , , , ...,− −= n n
nD e r r s rs r s  

nD=2لذلك  المجموعة تكون مختلفة، ويكون واضحاً، من الهندسة، أن عناصر هذه n.  

                                                
أو )  ضلع nكالزمرة التناظرية بـ (  المؤلف على معتمداً nD2 أو بالرمز nDنرمز لهذه الزمرة بالرمز  4

 .مجرداً
) مولدة بـ nS يمكن أن تعرف على أنها زمرة جزئية من nD" بشكل أساسي" 5 )r : i i 1 mod n+a و 

( )s : i n 2 1 mod n+ −a . كل الحالات المتعلقة بـ عندئذnD يمكن أن تبرهن بدون الرجوع إلى الهندسة 
 ).أو توضيح للقارئ( 
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 ومركـز   2 و   1 انعكاساً للمحور المار من منتصف الضلع الواصل بين الرأسين           tليكن      
niiiلذلك  (المضلع   mod3 −+a .(  عندئذtsr tsDnوبالتـالي فـإن     . = ,= 
  ويكون

( ) ( )2222 ,, stetsetes ====  
} ليكون   1Dنعرف       }rC ,12 } ليكـون    2D  ونعـرف  = }rssrCC ,,,122 =× .

 هي زمرة كل تبديلات 3Dنلاحظ بأن .  زمرة-4 أيضاً بزمرة كلاين، أو     2Dتسمى الزمرة   
}المجموعة    .وهي أصغر زمرة غير تبديلية. 3,2,1{

 

لتكن . Q الزمرة الرباعية 17.1








−
−

=
01

10a و 







−

=
01
10

b . عندئذ  

31224 ,,1 ababbaa === ) ومنه − )baba 3=.  
   هي b و a المولدة بالعنصرين GL2(C)إن الزمرة الجزئية من 

{ }babaabbaaaeQ 3232 ,,,,,,,=  
} على أنها المجموعة الجزئية      Qويمكن أن توصف الزمرة      }kji ±±±±  مـن   1,,,

ــاعي  ــر الربــ ــأن . Hالجبــ ــذكر بــ kjiنتــ RRRRH ⊕⊕⊕= 1                                          
  يلي مع الجداءات المعرفة كما

jikijji −===−= ,1 22  
bjai   يتمدد التطبيق  aa ) بشكل وحيد إلى التشاكل  , )2M→H C  فـي R – 

  .,ba متماثلة مع ,jiجبور، بحيث تكون تطبيقات الزمرة 

} هي زمرة التبديلات على المجموعة       nSبأن   نتذكر18.1  }n...,2,1 .    إن المناقلة عبـارة
 مولـدة   nSبـسهولة نجـد أن      . عن تبديلة يظهر فيها عنصران أما بقية العناصر فهي ثابتة         

  )يلي يتضح المعنى بدقة أكثر  فيما(4.25)انظر (بمناقلاتها 

  (Groups of small order)زمر برتب صغيرة 

ماثلة تماماً مع إحدى الزمر التـي فـي القائمـة     تكون مت16  كل زمرة من رتبة أصغر من     
  :ةالآتي
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  8  7  6 5 4  3  2  1  الرتبة
  الزمرة

1C  
2C  

3C  
4 2,C D  

5C  
6 3,C S  

7C  5 ةمرز  

  16  15  14  13  12  11  10  9  الرتبة
9  ةالزمر 3 3,C C C×  

10 5,C D  
11C  513  ة زمرC  

14 7,C D  
15C  14 زمرة  

4222428 8:الرتبة          ,,,, DQCCCCCC ×××  
12: 12تبة الر         2 6 2 3 4 3 4, , , , ϕ× × ×C C C C S A C C  

انظر  (pC، وهي بالتحديد،    )تحت سقف التماثل  (، توجد زمرة واحدة فقط      pلكل عدد أولي    
pp، وهما بالتحديد،      2p، وزمرتان فقط من الرتبة      )1.27 CC ). 4.18انظر  (2pC و   ×

، ومن أجل )4.21انظر ( ، 8، ومن أجل الرتبة     )4.23انظر  ( ،  6لتصنيف الزمر من الرتبة     
  ).5.14انظر (، 15 و 14، 10، وبالنسبة للرتب )5.16انظر (، 12الرتبة 

، ستشكل لدينا زمـراً     nتقسم  نجد بصعوبة، بأن القوى الأكثر كبراً للأعداد الأولية التي              
)في الحقيقة، إذا كان     . nأكثر من الرتبة     )nf        عدد الصفوف المتماثلة من الزمر ذي الرتبة 

n عندئذ ،  

( )
( ) ( ) 22 1

27
 + 
 ≤

o e n
f n n  

)حيث   )ne .       الأس الأكبر العدد الأولي القاسم لـn   و ( ) 01 →o  كمـا أن ( ) ∞→ne 
  ).Pyber 1993انظر (

 2000، وجدت قائمة كاملة وفائضة من الزمر من الرتب أصغر أو تـساوي    2001في        
  .(Besche et al. 2001) 49,910,529,484 تحت سقف التماثل، ويوجد تماماً –

  (Homomorphisms)التشاكلات 
GG هو تطبيـق     ′G إلى زمرة ثانية     Gإن التشاكل من الزمرة      19.1تعريف   ′→:α ،

)بحيث يكون   ) ( ) ( )baab ααα Gba، لكل =   .و تشاكل تقابلوالتماثل ه. ,∋
)مثلاً، التطبيق المحدد      )det GL → X

n F F:هو تشاكل .  

naaa تشاكلاً ما لكل عنصر α ليكن 20.1 ,...,,   ، G من 21
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )m

mmm

aa

aaaaaaaaa

αα

αααα

...

............

1

212121

=

===
  

  ،m≤1وبشكل خاص، لكل 
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 ١٨

( )8                                 ( ) ( )α α= mma a  
)بالإضافة إلى ذلك  ) ( ) ( ) ( )eeeee αααα )، ومنه == ) ee =α)  1.2بتطبيق (a .(

  وأيضاً 
( ) ( ) ( ) ( )aaeaaaaeaa αααα 1111 −−−− ==⇒==  

)وبهذا يكون    ) ( ) 11 −− = aa αα . محققة لكـل   8)(وبالتالي تكون  Ζ∈m .    لـذلك، فـإن
  . مودول-Zتشاكلات الزمر التبديلية تكون أيضاً تشاكلات 

. كما لاحظنا سابقاً، كل سطر من الجداءات في جدول الزمر يشكل تبديلة لعناصر الزمرة                 
  .ومثال على ذلك زمرة كايلي، وهذه تسمح لزمرة واحدة لتتحول إلى زمرة تبديلات

  يوجد تشاكل متباين قانوني من الشكل) كايلي (21.1مبرهنة 
( )Symα →G G:  

Gaلكل  . البرهان GGa، نعرف   ∋ L axx بالعلاقة   :→ a)    بالضرب من اليسار
Gxلكل ). aبـ  ∈،  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )xabxabbxaxbaxba LLLLLL ====o  
)ومنــــــه   ) = L LLab a bo . كمـــــــا أن=Le id وبالتـــــــالي 

( ) ( )′ ′= =L LL La a id a ao o  
) تقـابلاً، أي أن،  Laوبالتالي يكـون    )Sym∈La G .   فـإن عندئـذLaa a  تـشاكل 

( )Sym→G Gوهو متباين وذلك حسب قانون الحذف ،.  

  .nS يمكن أن تصبح زمرة جزئية من nكل زمرة منتهية من رتبة  22.1نتيجة 
 n كبيرة جداً بأن نتعامل معها، باستثناء الحالة التـي يكـون فيهـا         nS  لسوء الحظ، إن      

 ستكون غالباً مغمورة  في زمرة التبديلات برتبـة          G بأن   (4.22)سنرى فيما بعد     .صغيراً
  .n!أصغر بكثير من 

  (Cosets)المجموعات المرافقة 
  ، وليكنG زمرة جزئية من الزمرة Sلتكن 

{ }
{ }SssaSa

SsasaS

∈=

∈=

,

,
  

)بما أن الخاصة التجميعية محققة، يكون،        ) ( ) SabbSa ، ويمكن أن نرمز لها بـالرمز       =
abS.  
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 ١٩

 aHالـشكل   ، تسمى المجموعات التي مـن       G زمرة جزئية من الزمرة      H إذا كانت      
 Ha، و تسمى المجموعات التي تكـون مـن الـشكل            G في   Hبالمرافقات اليسارية لـ    
Heوبما أن   . G في   Hبالمرافقات اليمينية لـ     HaH، فإن،   ∋  إذا وفقط إذا كـان     =

Ha ∈.  

)لتكن   23.1مثال   )2 ,= +G   وليكن ،H     جزئياً بعده المستقيم مار من مبـدأ      (1 فضاء
 عبارة عن مستقيمات موازيـة      H لـ) اليسارية و اليمينية    ( عندئذ المرافقات   ). الإحداثيات

  .Hلـ 

  .G زمرة جزئية من الزمرة Hلتكن  24.1قضية 
a (   أي عنصرGa  إذا وفقـط إذا كـان       H لــ    C يقع في المرافقة اليـسارية       ∋

aHC =.  
 (bالمرافقتان اليساريتان إما أن تكونا منفصلتين أو متساويتين. 

(cbHaH Hba إذا وفقط إذا كان = ∈−1. 

 (d          أي مرافقتين يساريتين تحتويان على نفس العدد من العناصر) أن تكونـا    من الممكن 
 ).نغير منتهيتي

aHaمن المؤكد من أن     ) a(. البرهان  يقع في المرافقة اليـسارية      aالعكس، إذا كان    . ∋
bH يكون عندئذ ،bha   ، ولهذا h لبعض العناصر مثل =

bHbhHaH ==  
b) (   إذا كانC   و C ، ويكون  aحويان على عنصر مشترك     ن، عندئذ ت   غير منفصلتي  ′

aHC aHC و =   .(a) وذلك من ′=
c) ( إذا كــــانHba ∈−1، عندئــــذ bHaH ، ومنــــه يكــــون =−1

bHbHaaaH == bHaHوبـــالعكس، إذا كـــان . 1− ، عندئـــذ يكـــون =
bHaH Hba، ومنه =−1 ∈−1.  

d) ( التطبيق( ) bhahba L a:1− تقابل bHaH →.  
) (index)ل  الدلي    إن   )HG  H هو عدد المرافقات اليسارية لـ       G في   H  للزمرة :

  .G 6في 
)مثلاً،  )1:G هي رتبة الزمرة G.  

                                                
)أكثر توضيحاً، إن  6 )HG } هي قدرة المجموعة : }GaaH ∈,. 
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 ٢٠

تبـين بأنـه   G ،  (24.1 b)تشكل تغطية لـ .G في Hرافقات اليسارية للزمرة إن الم    
 يقعان في نفس المرافقـة اليـسارية   b و  aوبكلمات أخرى، الشرطان . Gيشكل تجزئة لـ 

  .Gى التي تشكل علاقة تكافؤ عل

   زمرة منتهية، عندئذG لتكن ) لاغرانج ((25.1)مبرهنة 
( ) ( )( )1::1: HHGG =  

  .بشكل خاص، رتبة كل زمرة جزئية منتهية تقسم رتبة الزمرة 
)يوجد  . G تشكل تجزئة لـ     G في   Hالمرافقات اليسارية لـ    . البرهان )HG مرافقة، :

)وكل منها تحوي على  )1:H عنصر .  

 .رتبة كل عنصر من زمرة منتهية تقسم رتبة الزمرة (26.1)نتيجة 

gHبتطبيق مبرهنة لاغرانج على . البرهان )، ومن = ) ( )goH =1: .  

 أو  1 عدد أولي، عندئذ كل عنصر يكون من الرتبة          p  ،p من الرتبة    Gلتكن   27.1 مثال
 مولدة بأي عنـصر     G، ولذلك فإن    1 هو العنصر الوحيد من الرتبة       eلكن  . pمن الرتبة   

ea pCG دائرية، وبالتالي      Gوبشكل خاص، تكون  . ≠ هذا يبين بأنه، على سـبيل      . ≈
ن العدد  لأ(و1,000,000,007المثال، وتحت سقف التماثل، توجد زمرة واحدة فقط من الرتبة           

انظـر   (1,000,000,014,000,000,049في الحقيقة توجد زمرتـان مـن الرتبـة     ). أولي
18.4.(  

 يوجد تطبيق تقابل بين مجموعة المرافقات اليسارية و مجموعة المرافقـات اليمينيـة،              28.1
1−↔ HaaH .   وبالتالي فإن( )HG لكن، . G في   Hلـ  عدد المرافقات اليمينية     هو   :

  ).33.1انظر .(اليساريةفي الحالة العامة، إن المرافقة اليمينية لن تساوي المرافقة 

، حيث G عدداً أولياً يقسم رتبة      pليكن  :  يوجد لمبرهنة لاغرانج معكوس جزئي وهو      29.1
( )1:Gm =   فإن، عندئذ G       تحوي على عنصر من الرتبةp)     13.4مبرهنة كوشـي( ،
)، m قوى لعدد أولي ويقسم    npإذا كان    )1:Gm  علـى زمـرة   G، عندئذ تحـوي  =

22 زمرة   -4نلاحظ أن   ). 2.5مبرهنة سيلو    (npجزئية من الرتبة     CC ، 4 من الرتبـة     ×
، ولكـن لا تحـوي     12 من الرتبة    4A، وأن الزمرة    4لكن لا تحوي على عنصر من الرتبة        

  ).13.4انظر التمرين  (6بة على زمرة جزئية من الرت
  .ةالآتيوبالتعميم، يكون لدينا النتيجة 

KHلأي زمرتين جزئيتين 30.1 قضية    ، يكونG من ⊂
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( ) ( )( )KHHGKG ::: =  
  ). أو تكونان منتهيتان ومتساويتان إما كلتاهما غير منتهيتيننعني بذلك أنه،( 

=∋نكتب   .البرهان C ii IG g H)و   ) منفصل الاجتماع ،∈= C ij JH h K)  الاجتمـاع 
=∋، نجـد بـأن      igبضرب  المـساواة الثانيـة بالعـدد         ). منفصل Ci i ij Jg H g h K 

∋، و بهذا يكون     ) منفصل الاجتماع( ×= C i ii j I JG g h K,) ـ). منفصل الاجتماع  ين وهذا يب
  بأن 

( ) ( )( )KHHGJIKG ::: ==  

 (Normal subgroups)الزمر الجزئية الناظمية 

  ، وليكن G مجموعتين جزئيتين من الزمرة T و Sلتكن 
{ }TtSsstST ∈∈= ,,.  

)بما أن الخاصة التجميعية محققة، يكون        ) ( )TSRTSR ، وبالتالي يمكن أن نرمز لهذه      =
  .TSRالمجموعة بالرمز

GN، ونرمـز لهـا بـالرمز        G ناظمية في    Nتكون الزمرة الجزئية         ، إذا كـان    >
NgNg Gg لكل 1−= ∈.  

NgNg، يكفي أن نبرهن بأن      G ناظمية في    Nأن  بكي نبين   ل 1.31ملاحظة    لكل  1−⊃
Gg  علـى   g و   g−1، لأنه بضرب هذا الاحتواء من اليسار ومن اليمـين بالعنـصر             ∋

⊃−1الترتيب نحصل على الاحتواء      gNgN       1، ونعيد هذه  الكتابة مع−g   لكل g  يعطي 
⊃−1بأن   gNgN   لكل g .  يبين بأنه يمكن أن يوجد زمرة جزئيـة          الآتيالمثال N  مـن 

Gag و Gالزمرة  NgNg، بحيث يكون ∋ NgNg لكن 1−⊃ ≠−1.  

) لتكن 32.1مثـال    )QGLG ، ولـتكن  =2






 Ζ∈





= nnH ,10
، عندئـذ فـإن   1

H جزئية من زمرةG في الحقيقة إن ،ΖH . لتكن




= 10

05g . عندئذ  






=













=





 −−

00
51

10
05

10
55

10
1 11 nngng  

HgHgوبالتالي 
≠

− ⊂1.  
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 إذا وفقط إذا كانت كل مرافقة يسارية        G ناظمية في    Nتكون الزمرة الجزئية     33.1قضية  
NggNهي مرافقة يمينية أيضاً، في هذه الحالة،  Gg لكل = ∈ .  

  واضح أن.البرهان

NggNNgNg =⇔=−1  
 ـ        Nلهذا، إذا كانت     فـي الحقيقـة،   ( ة  ناظمية، عندئذ كل مرافقة يسارية هي مرافقـة يميني

NggN  هي مرافقة يمينية أيضاً، عندئـذgN       وبالعكس، إذا كانت المرافقة اليسارية      ). =
NggNوبالتـالي  . (a 1.24) مـن  Ngيجب أنت تكون المرافقة اليمينيـة   ، ولـذلك  =

NgNg =−1.  

 ناظمية، يجب أن يكون لدينا مـن أجـل كـل            N، لكي تكون    على أنه  تنص القضية    34.1
Gg Nn و ∋ gngn بحيث يكون ′nالعنصر ، ∋ Ggوبشكل مكافئ، لكل  (=′ ∈ 
Nnو     ngng بحيث يكون    ′n، يوجد   ∋  Nوبعبارة أخرى، لكي نقـول بـأن        ). =′

 يمكنه أن يتحرك ليغير موضعه ليؤثر علـى         Gناظمية هذا يكافئ القول بأن كل عنصر من         
  .N ليستبدل بعنصر آخر من N عنصر من

Ggوبالفعـل، لـتكن   .  تكون ناظمية2 كل زمرة جزئية دليلها يساوي   (a) 35.1مثال   ∈ ،
Hg ∉ .  عندئذC gHHG  فـي   H متمم   gH  فإن وبالتالي).  منفصل الاجتماع(=
G . وبنفس الترتيب يبين لنا بأنHg متمم H في G وبالتالي يكون ،HggH =.  

(b)   علــــى الــــشكل  نعتبــــر أن زمــــرة ديهيــــدرال هــــي 
{ }srsrreD nn

n
11 ,...,,...,, }عندئذ فإن دليـل     . =−− }1,...,, −= n

n rreC 
} الزمرة الجزئية    n≤3لكل  . ، وبالتالي فهي ناظمية   2يساوي   }se,      ليـست ناظميـة لأن 
{ }sesrsrr n ,21 ∉= −−.  
(c)   لكن العكس ليس صـحيحاً )واضح(اظمية زمرة تبديلية تكون ن كل زمرة جزئية في ، :

انظر التمـرين   (  ليست تبديلية، لكن كل زمرة جزئية فيها تكون ناظمية           Qالزمرة الرباعية   
1.1.(  
} و   G بسيطة إذا لم تحو زمراً جزئية ناظمية باستثناء          Gنقول أن الزمرة         }e .  معظـم

 في الحقيقة، مبرهنات سـيلو   –الزمر يمكنها أن تحوي على كثير من الزمر الجزئية الناظمية           
 تطبق على كل زمرة منتهية تحوي على زمر جزئية غير تافهة ماعدا الزمر الدائريـة   (5§)

  .برتب أولية
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 زمـرة   HN ناظمية، عندئذN     و   G زمرتين جزئيتين من     N و   Hلتكن   36.1قضية  
  .Gة في  زمرة جزئية ناظميHN ناظمية عندئذ فإن Hوإذا كانت . Gجزئية في 

   ليست خالية، و HNإن المجموعة . البرهان
( )( )

34.1
hn h n hh n n HN′ ′ ′ ′′ ′∈=  

  بما أن . وبالتالي تكون مغلقة بالنسبة لعملية الضرب

( )
34.11 1 1 1hn n h h n HN− − − − ′= ∈=  

  عندئذ .  زمرة جزئيةHNوهي أيضاً مغلقة بالنسبة لتركيب النظائر، وبالتالي فإن 
1 1 1. ,− − −= =gHNg gHg gNg HN  

Ggلكل  ∈.  
لذلك، يمكننا . (cf 13.1)إن تقاطع الزمر الجزئية الناظمية هو أيضاً زمرة جزئية ناظمية     

 لتكون تقـاطع الزمـر      G في الزمرة    Xأن نعرف زمرة جزئية ناظمية مولدة بالمجموعة        
نقول .  وهي معقدة قليلاً   Xوتكون على شكل حدود من      . Xالجزئية الناظمية الحاوية على     

XgXg ناظمية إذا كان G من الزمرة Xبأن المجموعة الجزئية  Gg لكل 1−⊃ ∈.  

  . المولدة بها تكون ناظميةX ناظمية، عندئذ الزمرة الجزئية Xإذا كانت   37.1تمهيدية 
g"  ،1−gagaالترافق مع   "تطبيق   إن. البرهان a رة عـن تـشاكل      ، عباGG إذا . →

Xaكان  mxxa، نقول بأن، ∋   ، عندئذX  أو معكوسها في ix مع كل =1...
( ) ( )1 1 1

1 ...− − −= ∈mgag gx g gx g X  

−1، المجموعـة الجزئيـة      G فـي    Xمجموعة جزئية    لأي 38.1تمهيدية  
∈Ug G gXg 

  .Xناظمية، وهي أصغر مجموعة ناظمية تحوي على 
  .واضح. البرهان

  .ةالآتيبجمع التمهيديات السابقة، نحصل على القضية     

 هـي  G فـي  X الجزئيـة   الزمرة الجزئية الناظميـة المولـدة بالمجموعـة       39.1قضية  
1−

∈U g G gXg.  

  (Kernels and quotients)النواة وزمر القسمة 
GGإن نواة التشاكل  ′→:α هي   

( ) ( ){ }Ker α α= ∈ =g G g e  
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) متبايناً، عندئذα    إذا كان    ) { }Ker α = e .    العكس، إذا كان( ) { }Ker α = e    فـإن ،α 
  متباين، لأن 

( ) ( ) ( ) ggeggegggg ′=⇒=′⇒=′⇒′= −− 11ααα  

  .نواة أي تشاكل هي زمرة جزئية ناظمية 40.1قضية 
)من الواضح أنها زمرة جزئية، وإذا كان        . البرهان )Ker α∈a    لذلك فإن ،( ) ea =α  و ،

Gg ∈ عندئذ ،  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) egggaggag === −−− 111 αααααα  

)وبالتالي  )1 Ker α− ∈gag.  
)مثلاً، إن نواة التشاكل          )det GL → X

n F F:        هي زمرة من المصفوفات من النـوع 
nn ) تسمى هذه الزمرة ـ 1 والتي محددها يساوي   × )GLn F  بالزمرة الخطية الخاصـة 

  .nمن الدرجة 

 Nوبتفصيل أكثر، إذا كانت     . كل زمرة جزئية ناظمية هي نواة لتشاكل زمري        41.1قضية  
 والمؤلفة  NGلمجموعة  ، عندئذ توجد زمرة وحيدة تبنى على ا       Gزمرة جزئية ناظمية في     

NGGaNa بحيث G في Nمن مرافقات  →:aيكون تشاكل زمري .  
)نكتب المرافقات كمرافقات يسارية، ونعـرف       . البرهان )( ) ( )NabbNaN علينـا أن   . =
وعندئذ يكون  .  يعطي زمرة تبنى على مجموعة المرافقات      (ii)و   إنه معرف جيداً،     (i)نبرهن  

gNgمن الواضح أن التطبيق  a تشاكل نواته N.  
)i(   لتكنNaaN NbbN و   =′ NbaabN، علينا أن نبين بـأن       =′ ′′= .

  لكن 

( ) ( )
33.1 33.1

abN a bN a b N aNb a Nb a b N′ ′ ′ ′ ′ ′= = == =  
)ii(       إن الجداء تجميعي بالتأكيد، المرافقN      هو العنصر الحيادي، و Na  هـو  −1

  .aNمعكوس 

ــرة 42.1 ــسمة NG إن الزم ــرة الق ــسمى بزم ـــ 7  ت ــى Gل ــق . N عل التطبي
NGGaNa →:a     لأي تشاكل   : ةالآتي يتمتع بالخاصة العامةGG ′→:α   مـن 

)الزمر بحيث يكون     ) { }eN =α     يوجد تشاكل وحيد ،GNG  بحيث يجعل المخطط    →′
  : تبادلياًالآتي

                                                
 ".زمرة القسمة"بدلاً من " زمرة الخارج”  بـ لفينبعض المؤتسمى عند  7
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NGG
aNa

→
a

  
)لتبيان ذلك، نلاحظ بأنه لكل       ) ( ) ( ) ( )gnggnNn αααα ==∈  α، ولذلك فـإن     ,
  ولذلك نعرف التطبيق . G في N لـ gNثابتة على كل مرافقة يسارية 

( ) ( )ggNGNG ααα =′→ ,:  
   تشاكل لأنα و

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )NggNggggNggNggN ′=′=′=′=′ ααααααα  
NGG تتضح من أن αإن وحدانية    . غامر→

ΖΖوزمرة القسمة   . Ζ في   Ζm نعتبر الزمرة الجزئية     (a) 43.1مثال   m    زمرة دائريـة 
  .mمن الرتبة 

(b)   ليكن L 2 مستقيماً ماراً من مبدأ الإحداثيات في . فإن 2عندئذ L يتماثل مع  
  ) ذو البعد واحدلأنه فضاء متجهي على (

(c)    2 لكل≥n زمرة القسمة ،{ }serDn   ).2زمرة دائرية من الرتبة  (=,

  (Theorems concerning homomorphisms)حول مبرهنات التماثل 

   ... ).الأولى ، الثانية،( المبرهنات في هذا المقطع الجزئي تسمى أحياناً بمبرهنات التماثل 

  تحليل التشاكلات إلى عوامل

TSنتذكر بأن صورة التطبيق  →:α  هي ( ) ( ){ }SssS ∈= ,αα.  

GGلأي تشاكل   ) المبرهنة الأساسية لتشاكلات الزمر    (44.1مبرهنة   ′→:α   ،من الزمر 
، ′G هي زمرة جزئية في α لـ I، الصورة Gي  زمرة جزئية ناظمية ف    Nتكون النواة   

   يتحلل بالحالة الطبيعية إلى تطبيق αإن 
  :غامر، وتماثل، وتطبيق متباين

  
  
  
  

G` 

α 
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G G ′  
  

  
  

إذا كـان  . G أن النواة هي زمـرة جزئيـة ناظميـة فـي     (40.1)لقد رأينا في  . البرهـان 
( )ab α= و ( )ab ′=′ α عندئـــذ ،( )aabb ′=′ α و ،( )11 −− = ab α ولـــذلك ،

( )
def

α=I G في  يكون زمرة جزئيةG′ . تبين الخاصة العامة لزمرة  
) أن التطبيق    (42.1)القسمة   ) IGxx →:αa      ف التـشاكليعـر ING →:α 
)بالعلاقة  ) ( )ggN αα =.  

)إن هذا التشاكل غامر، وإذا كان        ) egN =α    فإن عندئذ ،( )Ker α∈ =g N ومنه فإن ،
  .وبالتالي فإن التشاكل متباين.  تافهةαنواة 

  مبرهنة التماثل
 ـ N و   G زمرتين جزئيتين من     N و   Hلتكن  ) مبرهنة التماثل  (45.1مبرهنة   . ة ناظمي

 عندئذHN زمرة جزئية في G ،NH I زمرة جزئية ناظمية في H وإن التطبيق ،  
( ) NHNNHHhNNHh →IaI :  

  .تماثل
  نأخذ التطبيق ل.  زمرة جزئيةHN أن (36.1)لقد رأينا في . البرهان

hNhNGH a,→ 
NHإن هذا التطبيق عبارة عن تشاكل، نواته         I      والتي هي ناظمية في ،H .  من المبرهنة

INHH، ومن التطبيق ينتج لدينا التماثل       44.1 →I   حيث I  لكـن  . ق صورة التطبي
I مجموعة المرافقات التي لها الشكل hN مع Hh NHNI، أي أن، ∋ =.  

  مبرهنة التقابل
، عندئذ فإن شـبكة مـن الزمـر        G زمرة القسمة لـ     Gة أنه إذا كانت     الآتيتبين المبرهنة   

 التي تقـع علـى نـواة التطبيـق          G تتحكم ببنية شبكة الزمر الجزئية  لـ         Gالجزئية في   
GG →.  

G/N 

gNg غامر متباين a  

( )ggN αa 
I 

 تماثل

α 
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GGلـتكن   ) مبرهنة التقابل  (46.1مبرهنة   →:α         تـشاكل زمـري غـامر، ولـيكن 
( )Ker α=N . يوجد تطبيق تقابل عندئذ  

  }N والحاوية على Gالزمر الجزئية من  { ↔}Gالزمر الجزئية من { 
) فهي تقابل    N الحاوية على    Hبالنسبة للزمرة الجزئية     )HH α=     والزمـرة الجزئيـة 

H   في G     فهي تقابـل ( )HH 1−= α .        وبالإضـافة لـذلك، إذا كـانHH  و  ↔
HH ′↔′ عندئذ ،  

(a)    HHHH )، في الحالة التي يكون فيها ⊃′⇔⊃′ ) ( )HHHH :: ′=′  

(b)  تكون H زمرة جزئية ناظمية في G إذا وفقط إذا كانت H زمرة جزئية ناظمية في 
G لدينا التماثل ، وفي هذه الحالة ينتج  

→


G H G H  
)، عندئذ من السهولة رؤية بأن       G زمرة جزئية في     Hإذا كانت   . البرهان )H1−α  زمرة 

)، عندئذ فإن G زمرة جزئية في H، وإذا كانت N وتحوي  Gجزئية في    )Hα  زمـرة 
)من الواضح،   ). 44.1انظر   ( Gجزئية في    ) HNH =−1αα     والتي تـساوي ،H  إذا 

NHوفقط إذا كان     )، و   ⊂ ) HH =−1αα .      لذلك، فإن العمليتين تعطيان التطبيق التقابل
∋مثلاً، التحليـل    . أما الحالات الباقية فمن السهل برهانها     . المطلوب

′ = C ii IH a H   لــ 
H نـا تحلـيلاً مـشابهاً     يعطيH إلى اجتماع منفـصل مـن المرافقـات اليـسارية لــ       ′

∈
′ = C ii IH a H لـ H ′.  

، عندئذ يوجد تطبيق تقابل بين مجموعـة        G زمرة جزئية ناظمية في      Nلتكن   47.1نتيجة  
G, ومجموعـة الزمـر الجزئيـة فـي        N والحاويـة علـى      Gالزمر الجزئية في     N ،

↔H H N      علاوةً على ذلك، تكون ،H       زمرة جزئية ناظمية فـي G     إذا وفقـط إذا 
  ، وفي هذه الحالة ينتج لدينا التماثل NG ،G زمرة جزئية ناظمية في NHكانت  

( ) ( )G H G N H N→


  
 هـو التطبيـق   αهـذه الحالـة الخاصـة مـن المبرهنـة التـي يكـون فيهـا            . البرهان

NGGgNg →:a.  

4DGلتكن  48.1مثال    نجـد  (16.1)بالرجوع إلى . 2r زمرتها الجزئية Nن  ولتك=

31أن   rsrs )، ولذلك   −= )22 1 3 2− = =sr s r r .   لذلك فإنN إن الزمـرتين   .  ناظمية
G و NG الآتية من الزمر الجزئيةالشبكة  لهما  
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  (Direct product) ة المباشراتالجداء
kHHH زمرة، ولتكن    Gلتكن   ,,...,  هي جـداء    Gنقول بأن   . G زمراً جزئية من     21

   إذا كان التطبيق iHمباشر للزمر الجزئية 
( ) GHHHhhhhhh kkk →××× ...:...,...,, 212121 a  

 يمكن أن يكتب وبشكل وحيد بالـشكل        G من   gهذا يعني أن كل عنصر      . تماثلاً من الزمر  

iik Hhhhhg ∈= ــان 21..., khhhg، وإذا كـ khhhg و =21... ′′′=′ ...21 ،
 عندئذ  

( ) ( ) ( )1 1 2 2′ ′ ′ ′= k kgg h h h h h h....  
  .ة تعطينا قاعدة لكي تكون الزمرة جداء مباشراً لزمرها الجزئيةالآتيإن القضايا 

21رها الجزئية  جداء مباشراً لزمGتكون الزمرة 49.1 قضية  , HHإذا وفقط إذا كان   
(a)   21HHG =  
(b)  { }eHH =21 I 
(c)   1 كل عنصر منH 2 يتبادل مع كل عنصر منH.  

21زمرها الجزئية  جداء مباشراً ل  Gإذا كانت   . البرهان , HH فإن عندئذ ،(a) و (c) و (b) 
21محقق لأنه، من أجل أي         HHg I∈    يتطابق العنصر ،( )1, −gg    مـع e   بالنـسبة 

)للتطبيق  ) 2121 , hhhh a وبالتالي يساوي ،( )ee,.  
) يقتضي بأن (c)بالعكس،      ) 2121 , hhhh a تشاكل، و (b)يبين بأن التطبيق متباين :  

{ }eHHhhehh =∈=⇒= −
21

1
2121 I.  

sr s  r 

1 

r sr ,2 rsr ,2 

2r 

1 

rs sr 2 sr 3 s 

4D 2
4 rD 
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  . نجد بأنه غامر(a)أخيراً، من 

21 جداء مباشراً لزمرها الجزئية G تشكل الزمرة 50.1قضية  , HHا كان إذا وفقط إذ  
(a)  21HHG =  
(b) { }eHH =21 I 
(c)  21 كل من , HH ناظمية في G.  

 من  1hبقي أن نبرهن بأن كل عنصر       ،  في القضية السابقة    برهنت هذه الشروط   لقد. البرهان
1H2 يتبادل مع كل عنصرh 2 منH . إن المبادل  

[ ] ( ) ( )
def

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

− − − − − −= = =h h h h h h h h h h h h h h, .  
 نجد بأنه يساوي (b) لأنها ناظمية، و من  1H ناظمية، وينتمي إلى     2H لأن   2Hينتمي إلى   

e ، 1221وبالتالي hhhh =.  

kHHH جداء مباشراً لزمرها الجزئية      Gتكون الزمرة    51.1قضية   ,,...,  إذا وفقـط    21
  إذا كان

(a)  kHHHG ...21=  
  (b) ( ) { }eHHHHH kjjj =+− ...... 111I، لكل j  

(c)  كل من kHHH ,,...,   .G ناظمية في 21
قمنـا    فقد ،k=2من أجل   . سوف نبرهن على كفاية الشرط     لزوم الشرط واضح،  . البرهان
 المـستخدمة فـي      المناقشة بالاستقراء   إن .k، ولذلك سنناقش بالاستقراء على      سابقاً نهاببره

121 تبين بأن      (36.1) ... −kHHH     زمرة جزئية ناظمية فـي G .  إن الـشروط(a,b,c) 
121محققة بالنسبة للزمر الجزئية      ,...,, −kHHH   121 في ... −kHHH     ولـذلك ومـن ،

  الفرض الاستقرائي يكون
( )1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

, ,... , ... :

... ...

k k

k k

h h h h h h

H H H H H H

− −

− −× × × →

a
  

121إن الزمرتين . ماثلاًت ,,..., −kHHH و kHولذلك فإن (50.1)حققان فرضيات  ت ،  
( ) ( ) GHHHhhhh kkkk →×−11 ...:, a  

  إن تركيب هذه التماثلات . تماثل أيضاً
( ) ( ) ( )1 1 1

1 2 1 1 2 1
k k k k k

k k k k

h h h h h h h hh
H H H H H H H H G−

− −× × × × → × →
a a,..., ... ,

... ...  
)يرسل  )khhh ,...,, khhh إلى 21 ...21.  
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 (Commutative groups)ديلية الزمر التب

إن تصنيف الزمر التبديلية المنتهية التوليد درست بشكل أكبر كجزء في مبرهنة المـودولات              
  . الشرح الأولييعلى حلقة الإيديالات الرئيسية، لكن، من أجل أن نكمل ذلك، فيما يل

kxxزمرة   زمرة تبديلية، مع عملية الجمع، إن ال       Mلتكن        و المولـدة    M من   1,...
kxxبالعناصر   ∑∋Ζ تتكون من المجموع     1,..., iii mxm تسمى المجموعة الجزئية   . ,

{ }kxx    و Mإذا كانت تولد M قاعدة لـ 1,...,
1 1 ... 0 0,+ + = ⇒ = ∈ Zk k i i im x m x m x m لكل i  

 قاعدة منتهية إذا وفقط إذا كان مجموعاً مباشـراً لزمـر دائريـة              Mمن الواضح، أن لـ       
  .منتهية

} مولدة بالمجموعة    M بفرض أن    52.1تمهيدية   }kxx kcc ولـتكن    1,...,  أعـداد   1...,,
)صحيحة، بحيث يكون     ) 1,,...gcd 1 =kcc .    توجد مولدات عندئذkyy ، M مـن    1...,,

kkبحيث يكون  xcxcy ++= ...111.  
هذا يسمح لنا بأن نفـرض أن       . ix و   ic، نغير إشارات كل من      ic>0إذا كان   . البرهان
kccsبالاستقراء على   . Ν∈icكل من    ++= تكون التمهيدية محققـة إذا كـان       . 1...

1=s    1، نفرض أن>s .        يوجد على الأقل عنصران مـن ،عندئذic    ن،  غيـر معـدومي
ــيكن،  021ولــ >≥ cc .إنالآن  kxxxxxM ,...,, ,3211 ــا و=+  أن بمــ

( ) 1,,...,,gcd 3221 =− kccccc ،ومنه، بالاستقراء ،kyyM   ، حيث=1...,,
( ) ( )

kk

kk

xcxc

xcxcxxcxccy

++=

+++++−=

...

...

11

33212121  

  .كل زمرة تبديلية منتهية التوليد لها قاعدة 53.1مبرهنة 
 مولدة بعنصر واحد، تكون     Mإذا كانت   . Mنناقش بالاستقراء على عدد مولدات      . انالبره

مـن  المجموعـة    . مولد علـى الأقـل  k<1الحالة التافهة، ولذلك نفرض بأنه يكون لدينا      
{ }kxx  بحيث تكون رتبته هـي   1x عنصر يوجد عنصر واحد kمع M المولدة لـ    1,...,
kxx و   1x هي المجموع المباشر لـ      Mنبين لاحقاً بأن    . الرتبة الأصغر  وهذا . 2...,,

 يـشكلان  1xك من الفرض الاستقرائي ومن أن قواعد المودول الثـاني و  يكمل البرهان، وذل 
  .Mقاعدة لـ  

kxx و 1x مجموعاً مباشراً لـ M    إذا لم تكن    ، عندئذ توجد العلاقة 2...,,
( )9                   1 1 2 2 ... 0,+ + + =k km x m x m x  
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011حيث   ≠xm .   لـيكن( ) 0,,...gcd 1 >= kmmd    ولـيكن ،=i ic m d .  مـن
,1التمهيدية، و  ...,= kM y y و kk xcxcy ++=   لكن. 11...

0...22111 =+++= kk xmxmxmdy  
)و  )11 xomd   . ، وهذا تناقض≥>

 n عنصر على الأكثر من الرتبة       n و المؤلفة من     G الزمرة التبديلية المنتهية     54.1نتيجة  
  .تكون دائرية

من المبرهنة لدينا،    . البرهان
rnn CCG ××≈ ...

1
Nni من أجل     ومن الفرض ينتج   .∋

)عندئـذi.     عنصراً يولد العامـل      iaليكن  .  أولية نسبياً  inأن   )raa  مـن الرتبـة     1...,,
rnn   .G، وبالتالي فهي تولد 1...

 هي جـذور لكثيـرة      XF في   nإن العناصر من الرتبة     .  حقل ما  Fليكن   55.1ملاحظة  
على الأكثر، ولذلك فإن     جذر   n، يوجد منها    XFلأن التحليل وحيد في     . nX−1الحدود  

  . تكون دائريةXFالنتيجة تبين بأن أي زمرة جزئية منتهية من

   بالشكلMتمثل الزمرة التبديلية المنتهية التوليد غير التافهة  يمكن أن 56.1مبرهنة 
( )10                                

1
... ∞≈ × × ×

s

r
n nM C C C  

1...,,2من أجل أعداد صحيحة معينة  ≥snn 0 و≥r .وبالإضافة لذلك فإن  
(a)   rيعرف M بشكل وحيد   

(b)  يمكن اختيار in 21 بحيث يكون ≥n و ss nnnn 121 ,,... ، وعندئذ فهي تعرف −
Mبشكل وحيد .  

(c)   يمكن اختيار in بحيث تكون قوى لأعداد أولية، وبالتالي فهي تحدد Mبشكل وحيد .  
، نعني بذلك   r بطريقة وحيدة بواسطة     Mتتعرف  . M (rank)ة   مرتب rيدعى العدد       

وبالنسبة إلـى   (  نفسه   C∞، سيكون عدد الزمر من      (10) من الشكل    Mأن كل تحليلين لـ     
in في  (b) و(c)تسمى الأعـداد الـصحيحة    ).  نبرهن بشكل مشابهsnn  (b) فـي  1...,,

   يمكن أن تمثلM أن (c)تعني . Mالقواسم اللامتغيرة لـ 
( )11                  1

1
... , 1∞≈ × × × ≥e et

t

r
ip p

M C C C e  

ieمن أجل قوى لأعداد أولية معينة       
ip )      إن الأعداد الصحيحة    )يمكن تكرار الأعداد الأولية ،

te
t

e pp ,,...1
  . M بشكل وحيد، وتسمى بالقواسم الابتدائية لـ M تعرف 1

  .53.1نى آخر للمبرهنة الإثبات الأول هو مع. البرهان
)a(  لكل عدد أوليp لا يقسم أي من id  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



 

 ٣٢

( ) ( )rr ppCCpMM ΖΖ≈≈ ∞∞  
  . فضاء متجهي-pF باعتباره pMM هو البعد للزمرة rوبالتالي فإن 
(b,c)     ذا كان  إ( ) 1,gcd =nm عندئذ ،nm CC  تحتوي على عنصر مـن الرتبـة   ×

mn ولذلك ،  
( )12                              × ≈m n mnC C C  

 لتحليل   (12)باستخدام  
inC   وهذا قد  . مر دائرية رتبة كل منها قوى لأعداد أولية        إلى جداء ز

، مـثلاً،  (b) يمكن أن تستخدم لتجميع عوامل لتـشكيل تحليـل كالتحليـل فـي      (12)تحقق،  
eis
i

n p
C C=  أكبر قـوة  ie و ip، حيث يكون الجداء من أجل أعداد أولية مختلفة من          ∏

  .ipعدد الأولي لل
ولـذلك  ( بزمرة الفتـل الجزئيـة   M، يمكن أن نستبدل (c) و (b)لبرهان الوحدانية في       

 إذا وفقط إذا    (11)  في ip سيكون أي عدد أولي      pإن العدد الأولي      ). r=0نفرض أن   
 مـرة   a مكرر   p، في الحالة التي يكون فيها       p تحوي على عنصر من الرتبة       Mكانت  
 سيقسم بعـضاً مـن      2pوبشكل مشابه،   . p عدد العناصر من الرتبة التي تقسم        apحيث  

ieالعناصر  
ip   إذا وفقط إذا حوت      (11) في M      2 على عنصر من الرتبةp    في تلك الحالة ،

ie الأعداد   bسوف يقسم تماماً    
ip   حيث ،bba pp  من الرتبة التي    M عدد العناصر في     −2

 ـ  . 2pتقسم    يمكن أن تعرف من عـدد  Mبالمتابعة بهذه الطريقة، نجد بأن القواسم الأولية ل
  . رتبة كل منها قوى لعدد أولي التيMعناصر 

يمكن أن نتوصل إلى وحدانية العوامل اللامتغيرة من القواسم الأولية، أو يمكن أن تبرهن                  
 Mns ،1−sn=0 أصغر عدد صحيح أكبر من الصفر، بحيـث يكـون     snليكن  : مباشرةً

01كبر من الصفر بحيث يكون  تكون   أصغر عدد صحيح أ    =− Mns ،2 دائرية−sn أصغر 
  . يمكن أن يمثل على شكل جداء لزمرتين دائريتين، وهكذاsn−2 حيث إنعدد صحيح ب

تكون متماثلة  كل زمرة كهذه    : تبرهن المبرهنة التي تكمل تصنيف الزمر التبديلية المنتهية           
  ة الآتيتماماً مع إحدى الزمر 

rrnn nnnnCC
r 121 ,,...,...

1 −××  
rnnرتبة هذه الزمرة تساوي       تماثل تماماً واحدة    90مثلاً، كل زمرة تبديلية من الرتبة       . 1....

303 أو   90Cة  الآتيمن الزمر    CC ن أكبر عامل لامتغير يجـب   لتوضيح ذلك، نلاحظ  أ -×
   .90 و القابل للقسمة على كل الأعداد الأولية الأصغر من 90أن يكون العامل من الرتبة 
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 ٣٣

  الميزات الخطية للزمر التبديلية
)ليكن   ) { }1, =∈= zCzCµ .     لأي عـدد صـحيح      . هذه زمرة غيـر منتهيـةn ،

)المجموعة   )Cnµ        من العناصر من الرتبة القاسمة لـ n      تكون دائرية من الرتبة n   فـي ،
  الحقيقة 

( ) { } { }1/2 ,...,,110, −=−≤≤= nnmi
n nmeC ξξµ π  

niحيث 
n e /2 πξ   . الجذر النوني الابتدائي للواحد=

) هـو التـشاكل      Gللزمـرة   ) أو الميزة فقـط     ( إن الميزة الخطية         )CG µ→ . إن
   مع هذه الميزات تصبح زمرة بالنسبة لعملية الجمع G∨المجموعة 

( ) ( ) ( ) ( )χ χ χ χ′ ′+ =g g g  
)مثلاً، إن التطبيق    . تسمى هذه الزمرة بالزمرة الثنوية     )1χ χa    ة  تماثل من الزمرة الثنوي

∨Z إلى ( )Cµ.  
  ).أو الأساسية (  بالميزة التافهة 1aaنسمي التشاكل     
 معرفـة   p التي لا تقبل القسمة على       a للأعداد الصحيحة    pالباقي التربيعي بالمودول      

  بالشكل
1

1

Ζ Ζ    =   
   − 

pa
p

  

ba، وإذا كان كـل مـن    p بالمودول aمن الواضح، إن هذا يعتمد فقط على          لا يقـبلان  ,

ــى  ــسمة علــ ــذp القــ ، عندئــ















=








P
b

p
a

p
ab ــإن ــذلك فــ ، و لــ

[ ] ( ) { } ( )2: 1χ µ  Ζ Ζ → ± = 
 

a
aa p C
b

) هي ميزة  )χΖ Ζp.  

) بالرمز nلنرمز الآن لأي زمرة دائرية من الرتبة            )nµ)  ليس بالضرورة( )Cnµ( و ،
)، بالرمز  n (exponent)للزمرة التبديلية ذات القوة  )Hom , µ∨ = nG G.  

  .n زمرة تبدبلية منتهية بقوة Gلتكن  57.1مبرهنة
(a)   إن الزمرة الثنوية ∨G متماثلة مع G.  

 (b)   التطبيق∨∨→ GG الذي ترسل أي عنصر a من G  إلى الميـزة ( )χ χa a 
  . يكون تماثلاGً∨في 

≈∨وبعبارة أخرى،  GG و ∨∨G G.  

aمربع في  

 غير ذلك
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 ٣٤

)ائرية، و البرهان واضح من أجل الزمر الد. البرهان ) ∨∨∨ ×≅× HGHG.  

→∨∨ نعني بأن التطبيق الطبيعي      58.1 GG          تماثل ويكون حالة خاصـة مـن مبرهنـة 
مـثلاً، كمـا    . وبتعميم الحالة، من الضروري أن تعتبر الزمر في الطبولوجيا        ). بونترياغين(

ــابقاً،  ــا ســ )لاحظنــ )µ∨Ζ  C ــل ــزة Ζ∈m، كــ ــتعرف ميــ  ســ
( ) ( )CCm µµξξ →:a      يوجد العديد من التشاكلات ،( ) ( )CC µµ  ليست من   →

 زمرة تبديلية معطاة في الطبولوجيـة       Gلتكن  . هذا الشكل، لكن هذه الحالات المستمرة فقط      
 مـع الخـواص     G∨عندئـذ الزمـرة     المتراصة المحلية لأجل عمليات الزمرة المستمرة ،        

)المستمرة   )CG µ→             لها الميزة الطبولوجية الطبيعية لتكون متراصـة كليـاً، وبالتـالي 
→∨∨التطبيق الطبيعي  GG الثنوية)بونترياغين( يكون تماثلاً حسب مبرهنات  .  

 فـي   ψ و   χلأي ميزتين   .  زمرة تبديلية منتهية   Gلتكن  ) دعلاقات التعام  ( 59.1مبرهنة
G ،  

( ) ( )1
;

0 ;

χ ψ
χ ψ

χ ψ

−
∈

 =
 =  
 ≠ 

∑a G

G
a a  

  وبحالة خاصة 

( )
0

χ∈

 
 =  
  

∑a G

G
a  

ψχإذا كان   . البرهان =   عندئذ ،( ) ( )1 1χ ψ − =a a       وبالتالي فإن المجمـوع يـساوي ،
G      فيما عدا ذلك يوجد ،Gb )، بحيث يكون    ∋ ) ( )bb ψχ  تمـسح كـل     aحيث  . ≠
G  وكذلك ،abًومنه،  أيضا  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

11

1 1

a G a G

a G

a a ab ab

b b a a

χ ψ χ ψ

χ ψ χ ψ

−−
∈ ∈

− −
∈

=

=

∑ ∑

∑
  

)لأن  ) ( ) 11 ≠−bb ψχ وبالتالي ،( ) ( )1 0χ ψ −
∈ =∑a G a a.  

Gaلأي  60.1نتيجة    يكون∋
 

إذا كانت  χ   تافهة 

 في الحالات الأخرى
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( )
0

χ∨∈

 
 =  
  

∑a G

G
a  

)، نلاحظ أن G∨بتطبيق المبرهنة على .  البرهان )∨∨ G G.  

  تمارين
  .هذه التمارين موضحة بالشرح كما هو مطلوب ليؤخذ بهاإن 

، يتبـادل مـع جميـع    2بين أن الزمرة الرباعية تحوي على عنصر واحد من الرتبة    1-1 
 تكـون  Q، و أن كل زمـرة جزئيـة فـي        4D تماثل   Q، استنتج أن    Qعناصر الزمرة   

  .ناظمية

 نأخذ العناصر    2-1 








−−=




 −= 11

10
01
10 ba  

)في   )2GL Z .   ن أن113بي == 4aوb     لكن رتبة العنصر ،ab   غير منتهية، وبالتالي 
  . غير منتهية,baفإن الزمرة 

  .2بين أن كل زمرة منتهية رتبتها عدد زوجي تحوي على عنصر رتبته تساوي     3-1 

Ggبين أنه إذا كـان  . n دليلها يساوي G زمرة جزئية ناظمية في Nلتكن   4-1  ∈ ،
Ngعندئذ فإن    n أعطي مثالاً تبين فيه أن من الممكن أن يكون هذا خاطئاً إذا لم تكـن            . ∋

Nناظمية . 

ea بحيـث يكـون   m<0يقال بأن الزمرة ذات قوة منتهية إذا وجد    5-1  m  لكـل  =
Ga بين أن كل زمرة . Gالعلاقة السابقة سندعوه فيما بعد قوة ، وهو أصغر عدد يحقق     ∋

 . تكون تبديلية2قوتها يساوي 

H و Hيقال عن الزمرتين    6-1  HH أنهما قابلتان للقياس إذا كان دليل ′ ′I منته في 
H و   Hتين  كل من الزمر   بين أن قابلية القياس تشكل علاقة تكافؤ على الزمر الجزئيـة           . ′

  . Gفي
  
  
  

a=إذا كان  e   

 في الحالات الأخرى
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  الفصل الثاني 

  الزمر الحرة والتقديمات، زمر كوكستير

Free Groups and Presentations Coxeter groups  

إعطاء مجموعة من المولدات ومجموعة من الروابط للمولدات         صف زمرة و دائماً ل  من المفيد 
 و  s,r بالمولـدات    nDمثلاً، يمكـن وصـف الزمـرة        .  أخرى علاقاتالتي تستنتج منها    

  العلاقات 
esrsr,es,er 2n ===  

تاج لتعريف الزمرة الحرة على مجموعـة       أولاً نح . في هذا الفصل، نعطي القيمة لهذا المعنى      
X  هذه الزمرة مولدة بـ ـ  من المولداتX     بدون علاقات باسـتثناء تلـك التـي تكـون 

دراسـة علـى   ال، سـنقوم أولاً ب التباسات تسبب قد النظائر  لأن. مستنتجة من مسلمات الزمرة   
 مع عملية ثنائية معرفة عليهـا وعنـصرها         Sني بها المجموعة    التي نع و،  ٨أنصاف  الزمر  

ــد  ــشاكل . eالمحاي SSإن الت ′→:α مــن أنــصاف الزمــر هــو تطبيــق يحقــق 
( ) ( ) ( )baab ααα Sba لكل  = ) و ,∋ ) ee =α .ـ   يحـافظ علـى كـل    αذ عندئ

  .الجداءات المنتهية

  Free semigroups)(أنصاف الزمر الحرة 
}لتكن   }...,,, cbaX مجموعة من الرموز، الكلمـة     )  منتهية من الممكن أن تكون غير     (=

(word)  هي متتالية منتهية من رموزX إنمثلاً، . فيها والتي يمكن التكرار  
baabacaa ,,  

  يمكن ضرب كلمتين وذلك بالدمج بينهما، مثلاً،. كلمات مختلفة
aaaaaabacaabacaaaa =∗  

كما توجد متتالية خالية، نرمز لها . هذا يعرف على كل مجموعة الكلمات عملية ثنائية تجميعية      
). ، نرمز له برمز مختلـف X من المجموعة 1كون فيها الرمز في الحالة التي ي  . (1بالرمز  

                                                
  .ويسمى أيضاً مونوئيد 8
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 لمجموعة من الكلمات مع هذه العمليـة        SXنكتب  .  هو العنصر المحايد   1عندئذ فإن الرمز    
 (free semigroups) نصف زمرة، وتسمى نـصف الزمـرة الحـرة    SXعندئذ . الثنائية
  .Xعلى

 SXمجموعـة جزئيـة مـن       X، تصبح   a مع الكلمة    X من   a  إذا طابقنا العنصر      
على أية حال، للتطبيـق  ). X تحوي   SXن  أي أنه لا يوجد نصف زمرة جزئية م       (تولدها  و

SXX SXمن أجل أي تطبيق  للمجموعات       : ةالآتي الخاصة العامة    → →:α   مـن 
X إلى نصف الزمرة Sل وحيد ، فإنه يوجد تشاكSSX   : لياًاد تبالآتي يجعل المخطط →

a aX SX→a  
  
  
  

  :ةالآتي القيم αفي الحقيقة، يأخذ التمديد الوحيد لـ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )......,11 abddbaS ααααα ==  

   ( Free groups ) الزمر الحرة
" نصف زمـرة " مع SX ولها نفس الخواص العامة لـ X تحوي  FXنريد أن نبني زمرة     

 مع رمز إضـافي  Xرموز من   على أنها مجموعة حاوية على′Xنعرف ". زمرة"بدلاً من 
Xaل ، لكa−1أيضاً، نرمز بـ    ، وبهذا يكون∋

{ },...,,, 11 −−=′ bbaaX  
تصبح نصف زمـرة بالنـسبة لعمليـة        . ′X مجموعة الكلمات التي رموزها من       ′Wليكن  

 حتى الآن، ولا يمكن حذف الحـدود        a ليس نظيراً لـ     a−1الدمج، ولكنها ليست زمرة لأن      
  :الآتيالواضحة في الكلمات التي لها الشكل 
............ 1 aaأوaa -1−  

aaأوaaإذ كانت لا تحوي على أي من الأزواج (reduced)  تسمى الكلمة مختزلة -11− .
 نتهية من الاختصارات لنصل إلى الكلمة المختزلة      ، يمكننا أن نشكل متتالية م     wبالبدء بالكلمة   

 (reduced form) التي سنسمي كل منها بالشكل المختزل، و)من المحتمل أن تكون الخالية(
0w لـ w . ،ًيمكن إيجاد طرق مختلفة لتشكيل هذه الاختصارات، مثلا  

S 

α 
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 ٣٨

cabbcaaacbbaccacabb

cacacccacaaccacabbca

→→→

→→→

−−−−−−

−−−−−−

111111

111111

  

 مختـزل بـالرمز     aنلاحظ بأن الرمز المتوسط     . الأزواج المختصرة عنا خطوطاً تحت    وض
 التي في الجهة اليمنـى      caالكلمة  (دود المختلفة بقيت في الحالتين      ، والح a−1المختلف عنه   
وصـلنا إلـى    ).  الثـاني   في الجهة اليسرى من الاختصار     caالكلمة   الأول، و  من الاختصار 

  .ة ستبين لنا بأن هذا سيحصل دائماًالآتيالنتيجة نفسها، والنتيجة 

  .يوجد شكل مختزل واحد فقط لكل كلمة 1.2قضية
 مختزلة، عندئذw إذا كانت . wنستخدم مبدأ الاستقراء الرياضي على طول الكلمة       . البرهان

أما في الحالات الأخرى نفرض أولاً أنه لدينا أحـد الأزواج التـي لهـا               .  البرهان محقق  فإن
1الشكل 

0 0a a−،  ،1أو
0 0a a   . لأن الترتيب نفسه في الحالتين −

 ،ذين نحصل عليهما بمتتالية من الاختـصارات      ل ال w  نفرض أن أي شكلين مختزلين لـ         
1والتي يكون فيها    

00
−aa   متساويان، وذلك لأننا نستطيع تطبيق الفـرض        ، مختصراً في البداية 
1التي حصلنا عليها بالاختصار  ) الأقصر(مة الاستقرائي على الكل

00
−aa .  

 الـذين حـصلنا عليهمـا بمتتاليـة مـن        w أن أي شكلين مختزلين لـ        بعد ذلك نفرض     
1 والتي يكون فيها       ،الاختصارات

00
−aa    متساويان، لأن نتيجة هذه ، مختصراً في بعض النقاط 

1المتتالية من الاختصارات لن تتأثر إذا كان 
00
−aaلبداية مختصراً في ا.  

 الذي حصلنا عليه بمتتالية من الاختصارات والتـي         0w  أخيراً، نعتبر أن الشكل المختزل        
1لا يكون فيها أي  اختصار ينتج          

00
−aa ً1بما أن   .  مباشرة

00
−aa     0 لن يبقى فيw   عنـدها ،

1سيختصر واحدة على الأقل من      
0
−a   ،0، أوa   إذا لم يختصر الزوج نفـسه،      .  في بعض النقاط

  عندئذ الاختصار الأول الذي يتضمن الزوج  يكون من الشكل 
1 1 1

0 0 0 0 0 0... ... ...a a a أو a a a− − −/ / / /  
ي حصلنا عليها بعد هذه الاختـصارات  لكن الكلمة الت  . حيث وضع خطاً تحت الزوج الأساسي     

ستكون نفسها فيما إذا كان الزوج الأساسي مختصراً، ولهذا يمكن أن نختصر الزوج الأساسي              
  .وبذلك سنعود إلى الحالة التي برهنت. بدلاً منها

w و   w نقول أن الكلمتين        wا بـالرمز  ، ونرمز لهم(equivalent)  متكافئتان′ w ′ ،
  ).واضحة(وهي تشكل علاقة تكافؤ . زل نفسهإذا كان لهما الشكل المخت

  إن جداء كلمتين متكافئتين هو كلمة مكافئة لهما، أي أن  2.2قضية
,w w v v wv w v′ ′ ′ ′⇒    
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 ٣٩

لكي نحـصل   .  على الترتيب  v و   w شكلان مختزلان للكلمتين     0v و   0wليكن  .  البرهان
 و  w، يجب أن نحذف أولاً كل ما هو ممكن في الكلمتـين             wvعلى الشكل المختزل للكلمة     

v   0حتى نحصل على شكل الكلمة      .  كلٍ على حدا 0w v    وبهـذا ينـتج    .  ومن ثم نتابع الحذف
0الشكل المختزل للكلمة     0w v  من الكلمة wv .    والحالة المشابهة محققة لأجل الكلمـةw v′ ′ ،

w يكافئان الشكلين المختزلين لــ       v و   wالشكلان المختزلان لـ    ) من الفرض (لكن    و  ′
v   .، وبهذا نحصل على النتيجة نفسها في الحالتين′

 تبـين بـأن العمليـة     2.2إن القضية.  مجموعة جميع صفوف التكافؤ للكلماتFX لتكن   
Wالثنائية على    ، التي تتحول بشكل واضـح إلـى نـصف          FX تعرف عملية ثنائية على      ′

  وهي تحوي أيضاً على النظائر، لأن . زمرة
( )( )1 1 1 1... ... 1ab gh h g b a− − − −   

إن : والخلاصـة . X على (free group) زمرة، تسمى بالزمرة الحرة FXوبهذا تصبح 
X  ممثلة بكلمات من    FXعناصر    إذا وفقـط إذا  FX؛ تمثل الكلمتان العنصر نفسه من ′

؛ 1كان لهما الشكل المختزل نفسه؛ ويعرف الجداء بطريقة الدمج؛ و تمثل الكلمة الخالية بــ                
 تمثل بكلمة مختزلة وحيدة،     FXوبالتالي، كل كلمة من     . نحصل على النظائر بطريقة بسيطة    

  .دمج للوصول إلى الشكل المختزلمع عملية الجداء المعرفة عليها وهي عملية ال
a إذا طابقنا     X∈     بصف التكافؤ للكلمة a) تتحـول     )المختزلة عندئذ ،X     علـى أنهـا 

ة هـي  الآتيإن القضية . FX  من الواضح أنها تولد   - FXتتطابق مع مجموعة جزئية في      
 عنـدما تعتبـر     Xملخص لمعنى الحقيقة الذي تنص على أنه لا توجد علاقات بين عناصر           

  . باستثناء العناصر المفروضة في مسلمات الزمرةFXكعناصر من 

:لأي تطبيق    3.2قضية X Gα ، يوجد تشاكل وحيد  G إلى الزمرة    X من المجموعة    →
FX G→ تبادلياًالآتي يجعل المخطط :  

a aX FX→a 
  
  
  

:  نأخذ التطبيق .  البرهان X Gα Xونمدده إلى التطبيق     .→ G′ والمعطى بالـشكل   →
( ) ( ) 11a aα α

−−  إلـى التـشاكل     α، كحالة خاصة، نصف زمـرة، نمـدد       G بما أن . =
SXلأنصاف الزمر    G′ سل الكلمات المتكافئة إلى العنصر نفسه فـي        هذا التطبيق سير  . →

G  ،            ولذلك سوف يتحلل إلى عوامل مـن خـلالFX SX ′=  .التطبيـق النـاتج     إن

G 

α 
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FX G→   وهو وحيد لأننا نعلم بأنه معرف على مجموعة من مولدات         . هو تشاكل زمري 
  .FX لـ

:يتصف التطبيق    4.2ملاحظة   ,X FX x xι → a    ـبالخاصة العامة   إذا كـان  : ةالآتي
: X Fι′ تطبيق آخر وله الخاصـة العامـة نفـسها، عندئـذ يوجـد تماثـل وحيـد                  →′

: FX Fα α بحيث يكون →′ ι ι′=o،  
FX 

  
  
  

: بشكل عام، يوجد تشاكل وحيد       ιبالنسبة إلى   : نتذكر البرهان  FX Fα  بحيث يكـون   →′
α ι ι′=o    ؛ وبالنسبة إلىι′       بشكل عام، يوجد تشاكل وحيد : F FXβ ′  بحيث يكـون    →
β ι ι′ =o    ؛ الآن، إن( )β α ι ι=o o     لكن بالنسبة إلى ،ι   يكون ،F Xid     هـو التـشاكل ،

FXالوحيد   FX→    بحيث يكون FXid ι ι=o   وبالتالي ،FXidβ α =o   ،وبشكل مشابه ،
Fidα β ′=o ؛ وبهذا فإنα و βتماثلان عكوسان .  

  .كل زمرة هي زمرة قسمة لزمرة حرة 5.2نتيجة 
Xمثلاً،   ( G من مولدات الزمرة     Xنختار المجموعة   . البرهان G=( ولتكن ،F زمرة 

a:، يمدد التطبيـق     (3.2)من  . Xحرة مولدة بالمجموعة   a X G→a     إلـى التـشاكل 
F G→ وكون الصورة، عبارة عن زمرة جزئية تحوي ،X فهي تساوي ،G.  

} إن الزمرة الحرة على المجموعة          }X a=       تكون ببساطة زمرة دائرية غير منتهية C ∞ 
  .، لكن الزمرة الحرة على مجموعة مكونة من عنصرين تكون معقدة جداaً بالعنصر مولدة

 .سأناقش الآن، وبدون برهان، بعض النتائج الهامة على الزمر الحرة    

  .كل زمرة جزئية من زمرة حرة هي زمرة حرة9(Nielsen- Schreier)   6.2مبرهنة 
 انظـر  -الأفضل في الطبولوجية، وبشكل خاص في الفضاءات المتراصة       يستخدم البرهان   

Serre 1980 أو Rotman 1995 11.44، المبرهنة.  

                                                
9 Nielsen (1921)             برهن هذا من أجل الزمر الجزئية المنتهية التوليد، وفي الحقيقة أعطى خوارزمية للبـت 

  . برهن الحالة العامةSchreier (1927)فيما إذا كانت الكلمة تقع في الزمر الجزئية، 
 

X 

F ′ 

α  
ι 

ι′ 
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 ٤١

 القـدرة  Y و   X متماثلتين إذا وفقط إذا كان لكل مـن          FY و   FX    تكون الزمرتان   
أنها قدرة أي مجموعة مولـدة حـرة    ب Gولذلك يمكن أن نعرف مرتبة الزمرة الحرة        . نفسها

FX والتي من أجلها يكون التشاكل    G للزمرة   Xالمجموعة  ( G→(3.2)معطى فـي   ال 
عندئذ توجـد خوارزميـة     . G زمرة جزئية منتهية التوليد من زمرة حرة         Hلتكن  ). تماثلاً

  . مجموعة منتهية حرة من المولداتHلتشكيل من أي مجموعة منتهية من مولدات 
) وكان   n من الرتبة    Gإذا كانت    ):G H i= <  زمرة حـرة مـن     H، عندئذ تكون    ∞

  الرتبة 
1ni i− +  

 Rotmanللبـراهين، انظـر  . F أكبر من رتبـة  Hوبشكل خاص، يمكن أن تكون رتبة 
  .7، الفصل Hall 1959، و 11، الفصل 1995

   (Generators and relation) المولدات والعلاقات
X المؤلفة من الكلمات المتشكلة من رمـوز         R و المجموعة    Xنعتبر المجموعة    كـل  . ′

 علـى  FX من G زمرة القسمة لـ إن، FX يمثل عنصر للزمرة الحرة Rعنصر من   
 R لها و    (generators) كمولدات   Xالزمرة الجزئية الناظمية المولدة بهذه العناصر تملك        

)أن  بويقال أيضاً   ).  علاقات المعرفة الأو كمجموعة من    ( (relation)علاقات  ك ),X R  تقديم 
X بالرمز G، ونرمز لـ Gللزمرة  R.  

r, المولدات nD إن لزمرة ديهيدرال (a) 7.2مثال  s والعلاقات المعرفة   
2, ,nr s srsr  

  ) للبرهان9.2انظر (
(b)       الزمـرة الرباعيـة المعممـة (generalized quaternion group)  , 3nQ n ≥ ،

   هي10  والعلاقاتb و aمولداتها 
1 22 2 2 1 11, ,

n n
a a b bab a

− − − −= = =  
3nمن أجل     مزيـد اللمعرفـة   (2nفي الحالة العامة، رتبتهـا     . (17.1) هذه الزمرة في     =

  عنها، انظر التمرين
 4-2.(  

                                                
1، سأقول بأن العلاقات دقأكلام ب 10 22 2 2 1, ,

n n
a a b bab a

− − − −. 
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 ٤٢

    (c)  ــصران ــادل العن ــان  b و a يتب ــط إذا ك ــرة إذا وفق ــي الزم ــا  ف  مبادله
(commutator)[ ] 1 1,a b aba b−  free abelian) الزمرة الحرة التبديليـة  . 1 يساوي =−

group)1ت بالنسبة للمولدا,..., na a 1 لها المولدات,..., na aوالعلاقات   
, ,i ja a i j  ≠   

، الذي يحتـوي علـى كميـة جيـدة مـن      Massey  1967     من أجل بقية الأمثلة، انظر
  التداخلات بين نظرية الزمر 

 الطبولوجيـة، توجـد خوارزميـة       مثلاً، من أجل عدة أشكال من الفـضاءات       . الطبولوجيةو
  .للحصول على تقديم الزمر الأساسية

    (d)             الزمرة الأساسية لقرص مفتوح مع نقطة متحركة واحدة هي زمرة حـرة علـى σ 
  .(ibid II 5.1) دوران حول النقطة σحيث 
    (e)      الزمرة الأساسية لكرة مع r      1 نقطة متحركة لها المولدات,..., rσ σ)   حيثiσ  هو 

  العلاقة الوحيدةو)  نقطةiالدوران حول 
1... 1rσ σ =  

    (f)            نـوع    الزمرة الأساسـية لـسطح ريمـان المتـراص مـن الg    2 لـهg   مولـد 
1 1, ,..., ,g gu v u v و العلاقة الوحيدة   

1 1 1 1
1 1 1 1 ... 1g g g gu v u v u v u v− − − − =  

)ibid IV  5.7 التمرين.(   

) زمــرة معرفــة بالتقــديم G لــتكن 8.2قــضية ),X R . لأي زمــرةHالتطبيــق  و
: X Hα ، يوجد تشاكل )11في الحالة الواضحة ( 1 إلى R الذي يرسل كل عنصر من      →

Gوحيد  H→ تبادلياًالآتي يجعل المخطط :  
a aX G→a 

  
  
  

 يتمـدد إلـى التـشاكل    α بـأن  (3.2)من الخاصة العامة للزمـر الحـرة     نعلم. البرهـان 
FX H→       الذي نرمز له ثانيةً بالرمز ،α .  لتكنRι   صورة R ي   فFX .  من الفرض

( )Kerι α⊂R    ولذلك فإن الزمرة الجزئية الناظمية ،N مولدة بـ Rι  وهي محتواة فـي 
                                                

 يرسل كل هذه FX لـ α، و بشرط أن يكون التمديد الوحيد X يمثل بعنصر واحد من Rكل عنصر من  11
 .1العناصر إلى 

H 

α 
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 ٤٣

( )Ker α .      يتحلل   (42.1)من الخاصة العامة لزمر القسمة ،α        إلى عوامـل مـن خـلال 
FX N G= .   نعلم بأن التطبيق معرف     ناتأتي من كون  ف الوحدانية   أماهذا يبرهن الوجود، و 

  .Xعلى مجموعة من مولدات 

,2لتكن   9.2مثال ; , ,nG a b a b baba= .   نبرهن بأنG       تماثل زمـرة ديهيـدرال nD 
,لأن العنصرين ). 1.16انظر ( nr s D∈هذه الشروط ، يمدد التطبيق تحقق   

{ }, , ,na b D a r b s→ a a  
nGبشكل وحيد إلى التشاكل      D→ .      إن هذا التشاكل غامر لأنr   و s    يولـدان nD . إن

  المعادلات 
2 11, 1,n na b ba a b−= = =  

 ة،الآتي يمثل بإحدى العناصر Gتبين أن كل عنصر من 
1 11,..., , , ,...,n na b ab a b− − 

≥2ومنه   = nG n D .   ًوهذه الرموز تمثل عناصر مختلفة من       (لذلك يكون التشاكل غامرا
G.(  

      بشكل مشابه،
( )2 2, ; , , n

nG a b a b ba D=   
a,بالعلاقة  s b ta a.  

   (Finitely presented groups)التقديم المنتهي للزمر 
)ة التقديم إذا كان لها التقديم       يقال بأن الزمرة منتهي    ),X R      بحيث تكون كل من ،X   و R 

  .منتهية

Xلتكن .  زمرة منتهيةGنعتبر  10.2مثال  G= ولتكن ،R مجموعة الكلمات   
{ }1− = ∈abc ab c G  

)أدعي بأن    ),X R    تقديم للزمرة G    ولهذا فإن ،G  لتكن  .  منتهية التقديمG X R′ = .
a:إن التمديد                  a X G→a   لـ FX    يرسل كل عنصر من R    ولـذلك   1  إلى ،

Gنعرف التشاكل    G′ Gلكن كل عنصر من  . ، الذي يكون غامراً بشكل واضح     →  يمثـل  ′
Gمنه ، وXبعنصر من  G′   .لذلك فإن التشاكل غامر. ≥
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 أمـر  هوف خواص الزمرة يعر منته، بينما ت     بما أنه يمكن تعريف، وبسهولة، زمرة بتقديم      
 نلاحظ بأننا نعرف الزمرة، التي يمكن أن تكون صغيرة تماماً، كزمرة القسمة       -بغاية الصعوبة 

  .نستعرض بعض النتائج السلبية. لزمرة حرة كبيرة بزمرة جزئية كبيرة

   (The word problem) مسألة الكلمة
) زمرة معرفة بالتقديم المنتهي    Gلتكن   ),X R .    مسألة الكلمة للزمرةG      تـسأل فيمـا إذا 

X كانت الكلمة على  للجزم فيما إذا  ) طريقة محكمة (توجد خوارزمية    إن . G فـي  1 تمثل ′
 والتـي   G أنه توجد زمر منتهية التقديم    ب Boone و   Novicov بين كل من   .الجواب سلبي 

  .وبالطبع توجد زمر أخرى يوجد لها خوارزمية. ليست لها خوارزمية كهذه
لا توجد خوارزمية التي ستحدد لأي تقديم منته        : ةالآتي   إن الأفكار نفسها قادت إلى النتيجة        

اختياري فيما إذا كانت الزمرة المقابلة تافهة، منتهية، تبديلية، قابلة للحـل، عديمـة القـوى،                
  .بسيطة، قابلة للفتل، حرة الفتل، حرة، أم لا، أم تحوي على مسألة الكلمة القابلة للحل

  .، للبرهان على هذه الحالات12، الفصل Rotman 1995    انظر 

   ( The Burnside problem )مسألة برنسايد
1eg إذا كان    eنتذكر بأنه يقال عن الزمرة بأنها من  القوة           g لكـل    = G∈   و e   هـو 

 أمثلة عن الزمـر غيـر       ذلك من السهل أن نكتب بعد    . أصغر عدد طبيعي يحقق هذه الخاصة     
وجـد  ، لكن هل ت)2-1انظر التمرين (نته من العناصر من رتبة منتهية   المنتهية المولدة بعدد م   

 Novikov و   Adjan، كانت إجابة    1968في عام   . )مسألة برنسايد (زمر كهذه بقوة منتهية؟     
  . توجد زمر منتهية التوليد وغير منتهية بقوة منتهية:نعم

  (The Restricted Burnside problem) مسألة برنسايد المحددة 
) مولد r على eالتي قوتها (Burnside group) إن زمرة برنسايد  )B ,r e  هي زمـرة 

 مسألة برنسايد  تتساءل. e مولد بالزمرة الجزئية المولدة بكل قوى      rمة لزمرة حرة على     القس
) كانفيما إذا    )B ,r e           منته، ومن المعلوم لكي تكون غير منتهيـة باسـتثناء بعـض القـيم 

)ل فيما إذا    تساءالمحددة ت  إن مسألة برنسايد  . e و   rالصغيرة لـ    )B ,r e ـ يح  وي فقـط   ت
توجـد زمـرة    كانت  سأل فيما إذا    وبشكل متكافئ، ت  على عدد منته من زمر القسمة المنتهية،        

)قسمة واحدة منتهية من      )B ,r e على كل زمر القسمة المنتهية الأخرى كزمر قسمة        حاوية  .
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)أنه لكي نبرهن علـى أن       يبين   ) p48انظر  ( إن تصنيف الزمر البسيطة المنتهية       )B ,r e 
 هو قوة لعـدد     e، يكفي أن نبرهن بأن       من زمر القسمة المنتهية    ي دائماً على عدد منته    يحتو
. Kostrikin بعد عمل مبكـر مـن        1989 في عام    Zelmanov Efimهذا ما قام به     . يأول

  .Feit 1995انظر 

   (Todd-Coxeter algorithm)  كوكستير -خوارزمية تود

التي تكون معلومـة لتعـرف زمـر        السليمة تماماً و  يوجد بعض التقديمات المنتهية المنظورة      
إن التقـدم القياسـي   . سيكون برهان هذا صعباً جداًصغيرة تماماً، لكن بالنسبة لتلك التمثيلات      

  ). الرابعانظر الفصل( كوكستير -لزمر القسمة هذه سيكون بدراسة خوارزمية تود
 ).انظر إلى التمارين أيضاً( لتمييز الزمر عن تقديماتها سوف نطور طرق مختلفة     

Maple 

  :Mapleيلي نسخة لجلسة مدونة من  إن ما
maple      [This starts maple on a sun, pc,  … ] 
with(group) ;    [This loads the  group package,  and lists 
some of the available commands .]  
G: =grelgroup ({a,b},{[a,a,a,a] , [b,b] , [b,a,b,a]}) ; 
[This defines G to be the group with generators a , b and  
relations  aaaa , bb , and baba ; use 1/a for the inverse of a .] 
grouporder (G) ; 
[This attempts to find the order of  the group G .] 
H: =subgrel ({x =[a,a] ,y =[b]} , G) ; 
[This defines H to be the subgroup of  G  with  
 generators x =aa and y = b] 
pres (H) ;   [This computes a presentation of H] 
quit   [This exits maple] 
To go help on a command ,  type ?  command       

  (Coxeter groups) زمر كوكستير 
)هو الـزوج  ) (Coxeter systemإن نظام كوكستير  ),G S    المؤلـف مـن الزمـرة G 

 ـ   الموضــوعة فقـط لعلاقـات مـن الــشكل    G للزمـرة  Sن المولـدات  ومجموعـة م
( ) ( ), 1=

m s tst حيث ،  
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(13)                              

( )

( )

( ) ( )

, 1 ,

, 2

, ,

 =

 ≥

 =

m s s all s

m s t

m s t m t s

 

)، نضع   t و   sعندما لا توجد علاقة بين       ),m s t = عندئذ يكون نظام كوكستير معرفاً  . ∞
   والتطبيق Sبالمجموعة 

{ }:m S S× → ∞ U  
G، عندئذ (13)محققاً  S R=حيث   

( ) ( ) ( ){ }, ,= < ∞m s tR st m s t  

 Sإن قدرة المجموعـة     . وكستير هي الزمر التي تظهر كجزء من نظام كوكستير        إن زمر ك  
  . نظام كوكستير(rank)تسمى مرتبة 

  أمثلة
} هو 1 تحت سقف التماثل، إن نظام كوكستير من المرتبة 11.2 }( )2 ,C sفقط .  

)دليلها  يكون 2 أنظمة  كوكستير من المرتبة 12.2 ), 2m s t ≥.   
  (a) إذا كان ( ),m s t ًعدداً صحيحا n نظام كوكستير هو عندئذ ،{ }( ), ,G s tحيث   

( )2 2, ; , , n
nG s t s t st D=   

sبشكل خاص، ). 2.9انظر  (      t≠ و st من المرتبة n.  
   (b) ــان )إذا ك ),m s t = ــو  ∞ ــستير ه ــام كوك ــذ نظ }، عندئ }( ), ,G s t ــث  حي

2 2, ; ,G s t s t=.  
} نعتبر التطبيق        } ( )2, GL→ s t،  

( ) ( )def def1 2 1 0,0 1 2 1σ σ−= = −a as ts t  

2 كما أن          21s tσ σ= )، يمدد هذا التطبيـق إلـى التـشاكل          = )2GL→ G . الآن

( )3 2
2 1s tσ σ −=   منه   و−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1, 21 1 0 0 1s t s tσ σ σ σ= = = +  

  وبالتالي         

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



 

 ٤٧

( ) ( ) ( ) ( )1 1 120 0 1
m

s t mσ σ = +  

s    الذي يبين بأن  tσ σغير منتهية، ومنه فإن 12  من رتبةstًمن رتبة غير منتهية أيضا .  

nV لتكن 13.2 =  مزوداً بالشكل التناظري الثنائي الموجب القانوني   
( ) ( )( )1 1

,i i i ii n i n
x y x y

≤ ≤ ≤ ≤
= ∑  

s:يق الخطي   هو التطب  (reflection)الانعكاس   V V→        الذي يرسـل المتجهـات غيـر 
 sαنكتـب   . α المتعامدة علـى     Hα ويثبت نقاط السطوح الزائدة      −α إلى   αالصفرية  

  ، والذي يعطى بالصيغةαللانعكاس المعرف بـ 
( )

( )
2 ,

,
v

s v vα

α
α

α α
= −  

Vعلى كل  ) بالخطية( بشكل محدد، وبالتالي     Hα و   αلأن هذا يوضح     Hαα= إن . ⊕
، مـن الممكـن أن      Gلزمر مثل   . لمنتهية هي زمرة مولدة بالانعكاسات    الزمرة الانعكاسية ا  

) من الانعكاسات المولدة لـتلك التي يكون فيهاSنختار مجموعة  ),G S نظام  Coxeter  
.(Humphreys 1990, 1.9)اسية المنتهية تكون جميع زمر كوكستير لهذا، فإن الزمر الانعك

  ).ibid.,6.4في الحقيقة، من الواضح أنها زمر كوكستير المنتهية، (

   بتبديل الإحداثيات، n تؤثر على nS لتكن 14.2
( ) ( ) ( )( )1 1,..., ,...,n na a a aσ σσ =  

)المناقلة  )ij تبادل بين i و j وترسل المتجه ،  

0,...,0,1,0,...,0, 1,0,...
ji

α  − 
 

  

  إلى نظيره، ويترك نقاط السطح الزائد 

1,..., ,..., ,...,
ji

i i nH a a a aα
 =  
 

  

)لذلك، يكون   . مثبتاً )ij ًكذلك  .  انعكاساnS    ين بأنها زمرة انعكاسية     مولدة بالمناقلات، هذا يب
  ).أيضاًوبالتالي فهي زمرة كوكستير (منتهية 

  

   (The structure of Coxeter groups ) بنية زمر كوكستير
                                                

علينا أن نبين بأن شكل جوردان القانوني لـ  12
s tσ σ هو ( )1 2

0 1. 
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)ليكن  15.2مبرهنة  ),G S نظام  Coxeter  المعرف بالتطبيق{ }:m S S× → ∞ U 
  .(13)المحقق 

 (a) إن التطبيق القانوني S G→غامر .  
 (b) كلs S∈ في 2 له الرتبة G.  
(c) لكل s t≠ في S ،stة  من الرتب( ),m s t في G.  

 تقسم st، وإن رتبة 2 أو 1 تساوي sنلاحظ أن رتبة   .     سيشغل البرهان بقية هذه الفقرة    
( ),m s t         ولذلك تنص المبرهنة على أن عناصر الزمرة ،S     تبقى مختلفة في G    و أن كل 

s وكل stلهما اكبر رتبة ممكنة .  
} التطبيق ε    ليكن   }1S → ) بحيث يكون ± ) 1sε =  st يرسـل  εعندئذs .  لكل −

s, لأي   1إلى   t S∈        ولذلك فهو يمدد إلى تشاكل الزمر ،{ }1G →  sكل  ). 8.2انظر   (±
  .2، وبالتالي فهو من الرتبة 1-يطابق 

 مع القاعدة   V فضاء متجهي    -، ولكي نبرهن الحالات الباقية سنعتبر       (b)    هذا يبرهن   
( )s s S
e

∈
مختلفـة  " انعكاسـات "التـي يوجـد لهـا      " هندسـياً  "Vنعرف علـى    . s بدليل   

,s s Sσ s حيث إن ، ب ∋ tσ σ    من الرتبة ( ),m s t .  يمدد التطبيـق    (8.2)من ،ss σ→ 
)إلى التشاكل الزمري     )GL→G V .   كما أنsσ يجب أن يكون      مختلفة ،s    مختلفاً فـي 

G و ،s tσ σ من الرتبة ( ),m s tجب أن يكون العنصر ، ويstمن الرتبة نفسها .  
  تيةبالقاعدة الآ V الثنائي الخطية التناظري على B    نعرف الشكل 

( )
( )( ) ( )cos , ,

B ,
1

s t

m s t if m s t
e e

π− ≠ ∞= 
 −

  

)كما أن    )B , 1 0= ≠s te e مودي لـ ، إن المتمم العse مع الحفاظ على B   هـو الـسطح 
s، و لذلك    se الزائد الذي لا يحوي    sV e H= " الانعكـاس ”وهذا يسمح بأن نعـرف      . ⊕

  بالقاعدة
( )2 , ,s s sv v B v e e v Vσ = − ∈  

 إذاً،  sH إلى نظيره ومثبت نقـاط       seالتطبيق الخطي الذي يرسل     هو   sσ من الواضح أن  
2 1sσ ) في = )GL V.  
s أن نبين بأن      مختلف ، ومنه بقي    sσمن الواضح بأن         tσ σ   من الرتبة ( ),m s t . لكل

,s t S∈ ليكن ،,s tV بعد -2 الفضاء ذو 
s te e⊕ .  

 غير ذلك
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s, لـ B إن مقصور  16.2تمهيدية   tV قريباً، ويكـون موجـب تمامـاً إذا كـان       موجب ت
( ),m s t ≠ ∞.  

s,ليكن . البرهان t s tv ae be V= + )إذا كان .  ∋ ),m s t ≠ ∞ عندئذ ،  
( ) ( )

( )( ) ( )

2 2

2 2 2

, 2 cos

cos sin 0

B v v a ab m b

a b m b m

π

π π

= − +

= − + >
  

)لأن  )sin 0mπ )إذا كان . ≠ ), = ∞m s t عندئذ ،  
( ) ( )22 2B , 2 0= + + = + ≥v v a ab b a b  

s, إلى st المقصور من 17.2تمهيدية  tV له الرتبة ( ),m s t.  
ــان . البرهــان )إذا ك ),m s t ≠ ــشكل ∞ ــإن ال s,، ف tB Vــاً، و ــذلك  موجــب تمام ل

( ), ,,s t s tV B V   علاوةً على ذلك،    .  هو فضاء إقليديsσ   و tσ  انعكاسات على ,s tV  فـي 
كمــــــا أن . te و se معــــــرف بــــــالمتجهين (13.2)حــــــالات 

( ) ( )( ) ( )( ), cos , cos ,s tB e e m s t m s tπ π π= − = ، الزاوية بين المستقيمات    −
) تساوي   te و   seالمثبتة بـ    ),m s tπ .  نرى بأن    (16.1)من ،sσ  و tσ تولدان زمرة 
)ديهيدرال  ),m s tD و أن s tσ σ من الرتبة ( ),m s t.  

)    إذا كان    ),m s t = القاعـدة   بالنـسبة إلـى      tσ و   sσ، عندئذ المصفوفتان لــ        ∞
{ },s te e من ذلك ينتج بأن (12.2) الموجودة في ،s tσ σمن رتبة غير منتهية .  

) تقسم رتبة st    بما أن رتبة  ),m s t فالتمهيدية تبين بأنه يساوي ،( ),m s t.  

ــة  ــشاكل  إن 18.2ملاحظ )الت )GLG V→  ــة ــان المبرهن ــي بره ــامر 2.12 ف  غ
(Humphreys 1990, 5.4)ولكن من الصعب برهانه ،  .  

  تمارين
1 برهن أن الزمرة التي لها المولدات    2-1 ,..., na a والعلاقات , 1,i ja a i j  = ≠   هـي ،

1حرة على زمرة تبديلية  ,..., na a] . استخدم الخواص العامةHinit.[  

  :برهن أن. F عنصرين من زمرة اختيارية حرة b و a ليكن 2-2
(a)   إذا كان n na b= 1 معn > عندئذ ،a b=.  
(b)   إذا كان m n n ma b b a= 0 معmn ≠ عندئذ ،ab ba=. 
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(c)   إذا كان للمعادلة nx a= الحل x لكل n 1،عندئذa =.  

  :برهن.  مولدn يرمز لزمرة حرة على nF ليكن 2-3
  (a)    إذا كان n m<  ،عندئذ nF       الجزئية وزمرة القـسمة لــ       تتماثل مع كل من الزمرة
mF.  

(b)   1 برهن أن 1F F×ليست زمرة حرة . 

(c)   برهن أن المركز ( ) 1nZ F 1n صحيح من أجل = >. 

، والتي هي   2ي على زمرة جزئية وحيدة من الرتبة        تحو) 2.7bانظر   ( nQ برهن أن    2-4
( )nZ Q . برهن بأن( )n nQ Z Q 12 متماثلة معnD −.  

2-5 (a) لتكن ( )42 2, ; , ,G a b a b ab= . برهن أنG 4 تماثل زمرة ديهيدرالD.  
      (b)    2 برهن أن, ; ,G a b a abab= هذه تعرف عـادةً بزمـرة   . (منتهية زمرة غير

  ). ديهيدرال غير المنتهية

3 لتكن   2-6 3 4 1 1 1 1, , ; , , , ,G a b c a b c acac aba bc b− − −  هي الزمرة   Gبرهن أن   . =−

}التافهة  }1 .]( ) ( )3 31 1aba bcb− −= .[Hinit Expand  

} زمرة حرة على المجموعة      F لتكن   2-7 },x y   2 ولتكنG C=     1، مع المولـدa ≠ .
F التشاكل  αوليكن   G→ بحيث يكون ( ) ( )x a yα α= أوجد المجموعة المولـدة  . =

  وهل النواة زمرة حرة؟. αالأصغرية لنواة 

1 لتكن 2-8 3 5, ;G s t t s t s−=   برهن أن العنصر . =
1 1 1 1g s t s tst st− − − −=  

  . إلى زمرة منتهيةGة ينتمي إلى نواة كل تطبيق من الزمر
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  الفصل الثالث

  التماثلات الذاتية والتمديدات

Automorphisms and extensions  

  (Automorphisms of groups) التماثلات الذاتية للزمر

.  الزمـرة إلـى نفـسها      هو تماثل من هذه    G لزمرة   (Automorphism)إن التماثل الذاتي    
)المجموعة   )utA G   من التماثلات الذاتية للزمرة G   تصبح زمرة بالنسبة لعمليـة تركيـب 
إن تركيب تماثلين ذاتيين هو تماثل ذاتي أيضاً، تركيب التطبيقـات هـو عمليـة               : التطبيقات

gق المطابق   ، التطبي )(5)انظر  (تجميعية دوماً    ga       هو العنصر المحايد، التماثل الـذاتي 
  .يكون تقابلاً، وبالتالي سيكون له معكوس، والذي هو أيضاً تماثل ذاتي

g    لكل  G∈ التطبيق ،gi"  الترافق بالنسبة لـg"،  
1 :x gxg G G− →a  

 inner)يسمى التماثل الذاتي من هذا الشكل بالتماثل الذاتي الـداخلي . Gهو تماثل ذاتي لـ 

Automorphisms)   ــارجي ــل الخ ــسمى بالتماث ــر في ــل الآخ ــا التماث  outer)، أم

Automorphisms).  
      نلاحظ أن 

( ) ( ) ( )1 1 1gh x gh g hxh g− − )، أي أن =− ) ( )( )gh g hi x i i x= o  
)ولذلك فإن التطبيق  ): utgg i G A G→aيرمز لصورته بالشكل .  تشاكل( )Inn G .

  ،Gنواته هي مركز 
( ) { }; ,Z G g G gx xg x G= ∈ = ∀ ∈  

   على التماثل (1. 44)وبهذا نحصل من 
( ) ( )Inn→G Z G G  

)في الحقيقة، إن     )Inn G          هو زمرة جزئيـة ناظميـة فـي ( )Aut G :   لكـلg G∈  و 
( )Aut Gα ∈،  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
11 1 1. . . .g g xi x g x g g x g iαα α α α α α

−− − −= = =o o  
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pلتكن   (a)  1.3مثال  
nG = F .     إن التماثلات الذاتية للزمرةG      ًكالزمر التبديلية هي تمامـا 
)، لـذلك    pF كالفضاء المتجهي على     Gالتماثلات الذاتية للزمرة     ) ( )Aut GLn pG = F .

  . ستكون خارجيةG كل التماثلات غير التافهة في عندئذتبديلية،  Gبما أن 
    (b)  كذلك الحالة الخاصة لـ (a) نرى بأن ،  

( ) ( )2 2 2 2Aut GLC C× = F.  
    (c) بما أن مركز الزمرة الرباعية Q 2 هيaيكون لدينا، ع ندئذ  

( ) 2
2 2Inn Q Q a C C≈ ×  

)في الحقيقة،  ) 4Aut Q S≈ . 3-5انظر التمرين.  

   (Complete groups) الزمر التامة
ــف  ــة   2.3تعريـ ــرة تامـ ــون الزمـ ــق (Complete) تكـ ــان التطبيـ  إذا كـ

( ): Autgg i G G→aًتماثلا.  
) المركز   (a) وفقط إذا كان     ذلك، تكون الزمرة تامة إذا       ل )Z G   للزمرة G    تافهاً، و (b) 

  . يكون داخلياGًكل تماثل ذاتي للزمرة

2,6nS لكل   (a) 3.3مثال   ،n  لا  (a) تبديليـة وبالتـالي      2Sبما أن الزمرة    .  زمرة تامة  ≠
)يتحقق،  ) ( )6 6 2Aut InnS S C≈ 6 وبالتاليS لا يحقق (b) .  انظـرRotman 1995 ،

  .7.5,7.10المبرهنة 
   (b) إذا كانت G زمرة تبديلية غير بسيطة، عندئذ ( )Aut Gانظـر  . امـة  تRotman 

  7.14.، المبرهنة 1995
)،  4-3    من التمرين    )2 2 3GL S≈F       2، وبالتالي فإن الزمر غير المتماثلة 2C C×  3 وS 

  .تحوي على زمر متماثلة من التماثلات الذاتية

   (Automorphisms of cyclic groups)التماثلات الذاتية الزمر الدائرية
G  ، ولتكن nزمرة دائرية من الرتبة      Gلتكن a= .  ليكنm    ًإن . 1 ≥ عدداً صحيحا

 هو   n الذي يقبل القسمة على      mالمضاعف الأصغر للعدد    
( )

.
gcd ,

nm
m n

 maلذلك،  . 

من الرتبـة    
( )gcd ,
n
m n

 و  ma هـي تمامـاً العناصـر        G، وبالتـالي فـإن مولـدات        
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( )gcd , 1m n  إلى مولد آخر للزمـرة      a يجب أن يرسل     G للزمرة   αالتماثل الذاتي   . =
G   وبالتالي ،( ) ma aα التطبيـق  . n الأولية نـسبياً مـع       mة من العناصر     لمجموع =
mα aًيعرف تماثلا   

( ) ( )Aut nC n ×
→ Z nZ  

  حيث 
  

)إذا كان : G  للزمرة aيعتمد هذا التماثل على اختيار المولدات  ) ma aα ، عندئذ من =
ibأجل أي عنصر آخر  a= للزمرة G،  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )mi mi mi ib a a a a bα α α= = = = =  
)    بقي أن نحدد     )n ×Z nZ .   1إذا كان

1 ... srr
sn p p=   تحليلn       إلى جداء قـوى لأعـداد 

أولية، عندئذ  
( )1 1

1 ... , mod mod ,...srr r
sn p p m n m p× × ↔Z Z Z Z Z Z  

  فإن هذا عبارة عن تماثل حلقات، ولذلك . حسب مبرهنة البواقي الصينية
( ) ( ) ( )1

1 ... srr
sn p p

×××
× ×Z nZ Z n Z Z n Z  

rnبقي أن نأخذ الحالة التي يكون فيها  p= ،pأولي .  
}المجموعة  .  عدد فردي  p    نفرض أولاً أن     }0,1,..., 1rp  مجموعة تامة من ممثلات     −

rpZ Z   1، و
p

)وبالتـالي    .p من هذه العناصر القابلة للقسمة علـى          )rp
×

Z n Z  مـن 

)الرتبة   )1 1
r

r rpp p p
p

−− = 1pلأن  . −  (12) أوليان نسبياً، نحن نعلم مـن        rp و   −

)بأن   )rp
×

Z n Z       متماثل مع الجداء المباشر للزمرة A    1 من الرتبةp  من  B والزمرة   −
1rpالرتبة   من التطبيق . −

( ) ( )r
pp p

× × ×→ =Z n Z Z n Z F  
pAينتج التماثل    ×→ F     و من كون ،p

×F  ئية منتهية من الزمرة الضربية للحقـل،       ، زمرة جز
)لذلك  . (1.55)وهي زمرة دائرية     )rp A ξ

×
⊃ =Z n Z      من أجل مجموعة من العناصر 

ξ    1 من الرتبةp 1باستخدام نظرية ذي الحدين، نجد أولاً بأن        . − p+   1الرتبـة    منrp − 
)في   )rp

×
Z n Z     وبالتالي فهو يولد ،B .   وبهذا تكون( )rp

×
Z n Z       دائرية، مـع مولـدها 

( ). 1 pξ   ، ويمكن أن يكتب كل عنصر وبشكل وحيد بالشكل+

( ) { } ( ){ },gcd , 1n m n m n×
= = + =Z Z Z

  
n Z عناصر الوحدة في الحلقة Zh 
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( ) 1. 1 , 0 1,0ji rp i p j pξ −+ ≤ < − ≤ <  
  من جهة أخرى 

( ) { } 2 28 1, 3, 5, 7 3, 5 C C×
= = ≈ ×Z Z  

  .ليست دائرية

)،  n مـن الرتبـة      G لكل زمرة دائرية في      (a) 4.3الملخص   ) ( )Aut G n ×
→ Z nZ .

] يقابل Gالتماثل الذاتي في  ] ( )m n ×
∈ Z nZ يرسل العنصر a في G إلى ma .  

    (b) 1 إذا كان
1 ... srr

sn p p=تحليل ؛ n إلى جداء قوى لأعداد أولية ip عندئذ ،  
( )1 1

1 ... , mod mod ,...srr r
sn p p m n m p× × ↔Z Z Z Z Z Z  

                                     (c)  

( )
( ) 1

2

2

1

2 2

2 2 2, 2

r

r

r

p p

r
p

p r

C p

p C

C C

−

−

−

×

=

= >





≈ 

 ×

Z n Z  

  (Characteristic subgroups) الزمر الجزئية المميزة 
 هـي  Gفي الزمـرة  (Characteristic subgroup) الزمرة الجزئية المميزة  5.3تعريف 
) التي تحقق Hالزمرة  )H Hα   .G من الزمرة α لكل تماثل ذاتي =

) يكفي أن نبرهن بأن        (31.1)    وبنفس الترتيب في     )H Hα ) لكل   ⊃ )Aut Gα ∈ .
 إذا كانت ثابتة بالنسبة لكل تماثل داخلي فـي          G ناظمية في    Hلهذا، تكون الزمرة الجزئية     

G         بشكل خـاص، إن الزمـرة      . ، وتكون مميزة إذا كانت ثابتة بالنسبة لكل التماثلات الذاتية
  .ئية المميزة هي زمرة ناظميةالجز

إن التماثل الذاتي الداخلي للزمـرة     . N والزمرة الناظمية    G نأخذ الزمرة    (a) 6.3ملاحظة  
G  ًللزمرة   اً ذاتي  يحدد تماثلا N   لممكن أن يكون خارجياً     ، والذي من ا )     ،مثال علـى ذلـك

 أن تكون ناظمية فـي      بالضرورة ت ليس Nلذلك الزمرة الجزئية الناظمية في      ). 15.3انظر  
G .أيضاً الزمرة الجزئية المميزة من زمرة جزئية مميزة هي زمرة جزئية مميزة.  
    (b)المركز  ( )Z G للزمرة Gهو زمرة جزئية مميزة، لأن   

 فردي
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( ) ( ) ( ) ( ), ,zg gz g G z g g z g Gα α α α= ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈  
)، G يمسح كل   gوكما أن    )gα أيضاً يمسح كل G . باستثناء الزمر الجزئية مع تعريف

  .نظرية الزمر العامة لكي تكون مميزة
    (c)    إذا كانت H      الزمرة الجزئية الوحيدة من الرتبة m  ،يجب أن تكون مميـزة عندئذ ،
)لأن  )Hα فيهو أيضاً زمرة جزئية Gمن الرتبة m.  
    (d)                كل زمرة جزئية من زمرة تبديلية تكون ناظمية لكن ليس من الضروري أن تكـون 
2 في   1مثلاً، الفضاء الجزئي من البعد      . مميزة

pG = F       لن يكون ثابتاً بالنـسبة ( )2GL pF 
  .وبالتالي لا يكون زمرة جزئية مميزة

   (Semidirect products) الجداءات شبه المباشرة
gكل عنصر   عندئذ  . G زمرة جزئية ناظمية في      Nلتكن   G∈  ًلــ   اً ذاتي  يعرف تشاكلا 

N ،1n gng −a وهذا يعرف التشاكل ،  
( ): ,θ → a gG Aut N g i N  

G حيث إن  ب G في   Qإذا وجدت زمرة جزئية      G N→   يغمر Q     تحت سقف التماثـل 
Gفي   N         أدعي بأنه يمكننا أن نعيد بناء عندئذ ،G   من Q   و N       والمقصور لــ ،θ 

g العنصر وبالإضافة لذلك يمكن أن نكتب. Qعلى  G∈ وبشكل وحيد بالشكل  
, ,g nq n N q Q= ∈ ∈  

gN يطابق   Q هو العنصر الوحيد في      qيجب أن يكون   G N∈ و ،n     يجب أن يساوي  
1gq   لهذا، يكون لدينا التطبيق التقابل . −

1 1G N Q−←→ ×  
gإذا كان  nq= و g n q′ ′ ′= عندئذ ،  

( )( ) ( ) ( )( )1 . .gg nq n q n qn q qq n q n qqθ−′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = =  

  و Nللزمرتين(Semidirect products)  جداء شبه مباشر Gتكون الزمرة  7.3تعريف 
Q إذا كانت Nمن  ناظمية وG G N→ ينتج التماثل Q G N→.  

   إذا كانQ  و Nه مباشر للزمرتين جداء شبG    بشكل مكافئ، تكون
; ; 1N G NQ G N Q= =< I  

 Gعندما تكون   . G زمرة جزئية ناظمية في      Qنلاحظ بأنه ليس من الضروري أن تكون        
=θ، نكتب   Q و   Nجداء شبه مباشر للزمرتين    ×G N Q)   حيث( ):θ →Q Aut N (

  . بتماثل ذاتي داخليN على Qتعطي تأثير 
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nD ،2n في (a) 8.3مثال  nC، ليكن ≤ r= 2 وC s=عندئذ ،  
2n nD r s C Cθ θ= × = ×  

)حيث  )( )i is r rθ   ).1.16انظر  (=−
    (b)    الزمرة المتناوبة nA      زمرة جزئية ناظميـة فـي nS)    و )2لأن دليلهـا يـساوي ،

( ){ }12Q n تغمر في = nS A )2 بهذا تكون. )تحت سقف التماثلn nS A Cθ= ×.  
    (c)            به مباشر بأي طريقة غيـر      ش إن الزمرة الرباعية لا يمكن أن تكتب على شكل جداء

  ).3-2انظر التمرين (تافهة 
    (d)      2 الزمرة الدائرية من الرتبةp  ،p        تحـوي  هالأن( أولي، لا تشكل جداء شبه مباشر 

  ).pزمرة جزئية وحيدة فقط من الرتبة 
    (e)   لتكن ( )GLnG F= .  لتكنB    زمرة جزئية من زمرة المصفوفات المثلثية العليـا 
 زمـرة جزئيـة مـن    G ،U زمرة جزئية من زمرة المصفوفات القطرية في     G  ،Tفي  

 بفـرض ،  عندئذ. 1زمرة المصفوفات المثلثية العليا حيث كل معاملاتها القطرية تساوي العدد           
2n =،  

( ){ } ( ){ } ( ){ }0 1, ,0 0 0 1B T U∗ ∗ ∗ ∗= = =∗ ∗  

B ،UT زمرة جزئية ناظمية في U فإن B= و ،{ }1U T =I . ،لذلك  
θ= ×B U T  

2n، عندما نلاحظ    ليس تافهاً، مثلاً،U على T، فإن تأثير ≤

( )( ) ( )1

1
0 1 0 1 /

0 0 1 0 10
a c a ac b

b b
−

−
  = 
 

  

  .U و T ليس جداء شبه مباشر لـ  Bولذلك فإن
=θ    لقد رأينا بأنه، من الجداء شبه المباشر  ×G N Qنحصل على الثلاثية ،  

( )( ), , :N Q Q Aut Nθ →  
)نبرهن الآن بأن كل ثلاثية . Gوأن الثلاثية تحدد     ), ,N Q θ  تتألف من الزمـرتين N و  

Q على التشاكل    و( ):θ →Q Aut N كمجموعـة،  .  الذي يأتي من الجداء شبه المباشـر
Gلتكن  N Q=   ، ولنعرف ×

( )( ) ( )( )( ), , . ,n q n q n q n qqθ′ ′ ′ ′=  

 زمرة وهي، في الحقيقة، الجـداء شـبه   Gإن قانون التركيب السابق يجعل من  9.3 قضية 
  .Q  و N المباشر للزمرتين
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) بدلاً من nqنكتب . البرهان )( )q nθ لذلك يصبح قانون التركيب بالشكل ،  
( )( ) ( ), , . ,nn q n q n q qq′′ ′ ′=  

عندئذ  
( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ), , , . . , , , ,n nn q n q n q n q qq qq q n q n q n q′ ′′′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′= =  

)لأن . ولهذا فإن قانون التجميع محقق )1 1θ ) و = )( )1 1qθ =  
( ) ( ) ( ) ( )( )1,1 , , , 1,1n q n q n q= =  

)ولذلك فإن    بالتالي.  هو العنصر المحايد1,1(
( )( ) ( ) ( )( )1 1

1 1 1 1, , 1,1 , ,
n n

n q q q q q n q− −
− − − −= =  

)لذلك فإن    )1
1 1,

n
q q−

− ) هو معكوس العنصر     − ),n q  ،ًإذا G        زمـرة، ومـن الواضـح أن 
,N G NQ G=<   1 وN Q =I   وبالتالي ،θ= ×G N Q     علاوةً على ذلك، عنـدما 
  .θ معطى بـ N علىQ، فإن تأثير G زمرتين جزئيتين من Qو  Nتعتبر كل من 

  )الوحيد(التشاكل غير التافه  θليكن . 12الزمرة من الرتبة  10.3أمثلة
( )4 3 2C Aut C C→   

2a إلى التطبيق    4Cبالتحديد، ذلك الذي يرسل مولد       aa .  عندئذ
def

3 4G C Cθ=  زمـرة   ×
 بـالرموز  4C و 3Cإذا رمزنا لمولدات   . 4A، ليست متماثلة مع     12غير تبديلية من الرتبة     

a و b عندئذ ،a و b يولدان Gكون لدينا العلاقات المعرفة، وت  
3 4 1 21, 1,a b bab a−= = =  

  التقابل للمجموعات . (Direct product) الجداءات المباشرة 11.3
( ) ( ), , :n q n q N Q N Qθ× → ×a  

) التـشاكل التافـه      θيكون تماثلاً من الزمر إذا وفقط إذا كـان           )Q Aut N→   ،أي أن ،
( )( )q n nθ q, لكل = Q n N∈ ∈ .  

 2C على   3C جداء شبه مباشر للزمرة      6C و   3Sإن كلاً من    .  6الزمر من الرتبة     12.3
) تقابلان التشاكلين - )2 2 3C C Aut C→ .  

Nلتكن  . )2pالعنصر من الرتبة     ( 3p  الزمر من الرتبة      13.3 a=    زمرة دائرية من 
Q، ولتكن   2pالرتبة     b=      زمرة دائرية من الرتبة p   حيث ،p     عدد أولـي فـردي  .
  1عندئذAut p pN C C−≈ :1 مولد بــ  pC، و )4.3نظر  ا (× pa aα +a)   نلاحـظ أن
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( )2 1 2 ,...pa aα ــرف ). =+ )نعـ )AutQ N→ ــشكل b بالـ aa . الزمـــرة
def

G N Qθ= a, مولداتها × b و علاقاتها المعرفة   
2 1 11, 1,p p pa b bab a− += = =  

  .2p، وتحوي على عنصر من الرتبة 3pهي زمرة غير تبديلية من الرتبة 

N, لـتكن ). 2pلا تحوي على عنصر من الرتبة        (3pالزمر من الرتبة     14.3 a b= 
Qكن  ، ولـت  p من الرتبة    b و   aالجداء المباشر للزمرتين الدائريتين      c=   زمـرة 

)نعرف . pدائرية من الرتبة  ): AutQ Nθ    كي يكون تشاكلاً، بحيث →
( )( ) ( )( ),i i ic a ab c b bθ θ= =  

2 كزمرة جمعية    Nإذا عينا   (
pN = F   مع ,a b       عناصر القاعدة القانونية، عندئـذ ( )icθ 

1 المعرفة بالمصفوفة    N تماثل ذاتي على     هو 0
1

  
 i .(    الزمرة

def
G N Qθ=  زمرة مـن    ×

,، مولداتها 3pالرتبة  ,a b c وعلاقاتها معرفة بالشكل   
[ ] [ ]11, , , 1 ,p p pa b c ab cac b a b c−= = = = = =  

1bلأن    فردياً، فإن   pعندما يكون   . ، إن المساواة الوسطى تبين بأن الزمرة ليست تبديلية        ≠
p,42عنـدما  . 1 باستثناء العنـصر  pكل العناصر ستكون من الرتبة      G D= ي ، الـذ ≈

هذا يبين لنا بأنه يمكن أن يكون للزمرة تمثيلات مختلفـة    . 22ي على عنصر من الرتبة      يحتو
  :تماماً كزمرة الجداء شبه المباشر

( )
3.8a

4 4 2 2 2 2D C C C C Cθ θ≈ × ≈ × ×  
 متماثلة مع الزمـرة     3pتكون الزمرة غير التبديلية من الرتبة        ،pلكل عدد أولي فردي       
 إذا  (14.3)تكون متماثلة مع الزمرة في       و 2p إذا حوت على عنصر من الرتبة        (13.3)في  

بشكل خاص، تحت سقف التماثـل، توجـد   ). 4-3انظر التمرين   (لم تحوي على عنصر كهذا      
  .3pة ن غير تبديليتين فقط من الرتبزمرتا

 تماثلاً ذاتياً،  مـن الممكـن أن يكـون    αليكن  . جعل التماثل الذاتي الخارجي داخلياً     15.3
 بطريقة ما بحيث يـصبح      G زمرة جزئية ناظمية في الزمرة       Nإن  . Nخارجياً، للزمرة   

α       مقصوراً للتماثل الذاتي الداخلي للزمرة G     على الزمـرة N .ـلب  ان ذلـك، لـيكن     ره
( ): AutC Nθ ∞ C من   aتشاكلاً يرسل المولد  . → ) إلـى    ∞ )Aut Nα  و لـتكن    ∋

G N Cθ ∞= )العنـــصر . × )1,g a= ــرة ــن الزمـ ــة G مـ  يحقـــق الخاصـ
( ) ( )( )1,1 ,1g n g nα− n،  لكل = N∈.  
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 Making outer)عدة لتحويل الجـداءات شـبه المباشـرة إلـى تماثـل     قا
automorphisms inner)  

)يكون مفيداً لنا بأن يكون لـدينا قاعـدة وذلـك عنـدما تحـدد الثلاثيتـان                 س ), ,N Q θ و 
( ), ,N Q θ   . زمراً متماثلة′

θ و   θ إذا كان    16.3تمهيدية   )ن، أي أنه  يوجد   ي مترافق ′ )Aut Nα ، بحيـث يكـون   ∋
( ) ( ) 1q qθ α θ α −′ = o o لكل q Q∈عندئذ ،  

N Q N Qθ θ ′× ≈ ×  
  نأخذ التطبيق . البرهان

( ) ( )( ): , , ,N Q N Q n q n qθ θγ α′× → × a  
 عندئذ  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )( )

1

, . , , . ,

. ,

. ,

. , ,

n q n q n q n q

n q n qq

n q n qq

n q n qq

γ γ α α

α θ α

α α θ α α

α α θ

−

′ ′ ′ ′=

′ ′ ′=

′ ′=

′ ′=

o o
  

  و
( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )( )

, . , . ,

. ,

γ γ θ

α α θ

′ ′ ′ ′=

′ ′=

n q n q n q n qq

n q n qq
  

) تشاكل زمري، معكوسه     γومنه فإن    ) ( )( )1, ,n q n qα −a       وبالتـالي فهـو تماثـل ،
  .زمري

θإذا كان  17.3 تمهيدية  θ α′= o حيث ،( )Aut Qα ∈عندئذ ،  
.N Q N Qθ θ ′× ≈ ×  

)إن التطبيق . البرهان ) ( )( ), ,n q n qαa هو تماثل N Q N Qθ θ ′× → ×.  

) دائرية و الزمرة الجزئية      Qإذا كانت     18.3تمهيدية   )Qθ   من ( )Aut N قة مع   متراف
( )Qθ ′ عندئذ ،  

.N Q N Qθ θ ′× ≈ ×  
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 ٦٠

) و i، عندئذ يوجد العدد Q مولد للزمرة aليكن .  البرهان )Aut Nα   بحيث يكون ∋
.( ) ( ) 1. .ia aθ α θ α −′ =  

)التطبيق  ) ( )( ), , in q n qαa هو التماثل N Q N Qθ θ ′× → ×.  

   (Extensions of groups) تمديدات الزمر
  إن المتتالية من الزمر و التشاكلات 

1 1N Gι π→ → →  
) غـامراً، و  π متبايناً، و ιتكون تامة إذا كان  ) ( )Ker Imπ ι= .  لـذلك( )Nι  زمـرة 
   Gجزئية ناظمية في 

)و  ) N للزمرة   ιتماثل بالنسبة لـ    ( )G N Qι → .    غالباً ما نطابقN   مع الزمرة 
)الجزئية  )Nι في G و Q مع زمرة القسمة G N.  

 Q للزمـرة    (Extension) إن المتتالية التامة السابقة تشير أيضاً بأنهـا تمثـل تمديـداً               
يكـون  ).  عند بعـض المـؤلفين     Q بالزمرة   Nوأيضاً تشكل تمديداً للزمرة      (Nبالزمرة  

) إذا كان    (central)التمديد مركزياً    ) ( )N Z Gι Nمثلاً، الجداء شبه المباشر     . ⊃ Qθ× 
  ،N بالزمرة Qيتحول إلى تمديد للزمرة  

1 1N N Q Qθ→ → × → →  
  . تشاكلاً تافهاθًالذي يكون مركزياً إذا وفقط إذا كان 

  متماثلان إذا وجد مخططاً تبادلياًأنهما  N بالزمرة Qزمرة عن تمديدا ال    يقال 
1 1N G Q→ → → →  

  
1 1N G Q′→ → → →  

  ،N بـ Qيقال بأن تمديد 
1 1N Gι π→ → →  

N إذا كان متماثلاَ مع التمديد المعـرف بالجـداء شـبه المباشـر      (split)منفصلاً   Qθ× .
  :ان متكافئانالآتيالشرطان 

(a)   يوجد زمرة جزئية Q G′ Qالتماثل  يعطي π حيث إن ب⊃ Q′   ، أو →
(b)   يوجد تشاكل :s Q G→ بحيث يكون idπ =o s. 

  مثلاً، التمديد.     في الحالة العامة، لن يكون التمديد منفصلاً
  

≈ 

1 1N Q Q N→ → → →
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 ٦١

  
   و Qة الرباعية  في الزمر4 أي زمرة جزئية من الرتبة Nحيث 

21 1p pp
C C C→ → → →  

  .نستعرض قاعدتين لكي يكون التمديد منفصلاً. ليس منفصلاً

إن تمديد الزمر المنتهية التي رتبها أعداد أوليـة   (Schur – Zassenhaus) 19.3مبرهنة 
  .نسبياً يكون منفصلاً

  .Rotman 1995, 7.41. البرهان

 تامة، عندئذ فـإن     N، إذا كانت    G زمرة جزئية ناظمية في الزمرة       Nلتكن  20.3ة  قضي
N جداء مباشر للزمرة N مع ممركز N في G،  

( ) { }
def

,GC N g G gn ng n N= ∈ = ∀ ∈  
)لتكن . البرهان )GQ C N= . سنبين بأنN و  Q 50.1 تحققان شروط القضية.  

1    نلاحظ أولاً بأنه،     :− →an gng N N لكل  ∈g G   تماثل ذاتـي للزمـرة N و ،
  ، لهذاN في  γ، يجب أن يكون التماثل الذاتي الداخلي معرفاً بعنصر ) تامةNلأن (

1 1gng nγ γ− n، لكل =− N∈  
1gتبين المعادلة الـسابقة بـأن        Qγ − )، وبالتـالي  ∋ )1g g NQγ γ −=  gبمـا أن  . ∋

Gاختياري، نكون قد بينا بأن  NQ=.  
N بأن كل عنصر من      ي    نلاحظ فيما يل   QI   ينتمي إلى مركز N  ًالذي يكـون تافهـا ، 

1N، وبالتالي ) تامةNلأن ( Q =I.  
g    أخيراً، لأي عنصر  nq G= ∈ ،  

( )1 1 1gQg n qQq n Q− − −= =  
 ناظميـة فـي     Qلذلك فإن   ). Q يتبادل مع كل عنصر من       N عنصر من    نتذكر بأن كل  (

G.  
  إن التمديد    

  
)يعطي التشاكل  ): AutG Nθ ′   ، وبالتحديد،→

( )( ) 1g n gngθ −′ =  
qليكن   G∈%    يرسل إلى q   في Q      وفـق التطبيـق θ      الـصورة عندئـذ ،( )qθ ′  فـي   %

( ) ( )Aut InnN N تعتمد على q فقط، لذلك نحصل على التشاكل   

1 1N G Q→ → → →
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( ) ( ) ( )
def

: Out Aut InnQ N N Nθ → =  
) فقط على الصفوف المتماثلة للتمديدات، ونكتب θيعتمد التطبيق  )1Ext ,Q N

θ
لمجموعة  

  .موعات على نطاق واسعلقد درست هذه المج. θالصفوف المتماثلة للتمديدات مع  
 تبديلية أيـضاً، وتوجـد      G تافهاً، تكون الزمرة     θ تبديليتين و    Q و   Nعندما تكون       

)زمرة تبديلية تبنى فوق      )1Ext ,Q N .وةً على ذلك، فإن التشاكلات الذاتية للزمـرتين        علا
N و Q تؤثر كتأثير التشاكلات الذاتية على ( )1Ext ,Q N . كحالة خاصة، بالضرب بـ
m  فوق N أو Qينتج الضرب بـ mفوق ( )1Ext ,Q N .  لهذا، إذا كانـتN و Q 

)ئذ  على الترتيب، عندn و mن على مختزلتي )1Ext ,Q N    يكون مختـزلاً علـىm و 
n وبالتالي يكون مختزلاً على ،( )gcd ,m n .  هذا يثبت مبرهنـةSchur – Zassenhaus 

  .في هذه الحالة

  .(The Holder program)مخطط هولدر 
  تمام الأكبر إذا كان من الممكنسأولي الاه

  إعطاء نظرة عامة على مجموعة كاملة من
  . الزمر البسيطة المنتهية

Otto Holder, Math. Ann., 1892  

 تكون زمرة بسيطة عندما لا تحوي على زمـر جزئيـة ناظميـة غيـر                Gنتذكر بأن       
 بسيطة إذا لم تكن تمديداً لزمر أصـغر        Gبكلمات أخرى، تكون الزمرة     . G و 1الزمرتين    

لهذا يمكـن  . كل زمرة منتهية يمكن أن يحصل عليها بأخذ تمديدات مكررة لزمر بسيطة . منها
  .أن تعتبر الزمر المنتهية البسيطة كقاعدة لبناء خلايا لجميع الزمر المنتهية

  :لة تصنيف الزمر البسيطة تقع في جزأين    إن مشك
A . ،تصنيف جميع الزمر البسيطة المنتهية  
B . تصنيف جميع تمديدات الزمر المنتهية.  

 Classification of finite simple)تصنيف الزمـر المنتهيـة البـسيطة    
groups)  

  وهي. توجد قائمة كاملة من الزمر المنتهية البسيطة
   (a)لتي رتبها عدداً أولياً، الزمر الدائرية ا  
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(b)    الزمر المتناوبة nA 5 لكلn  ،) الآتيانظر الفصل (≤

(c)   مجموعات محددة غير منتهية من زمر المصفوفات، و  

(d)   " 26" الزمر المتفرقة  
خذ اهتماماً أكثر من عددها الـصغير   تأ26" الزمر المتفرقة"، لكن  (c)إن الصف الأكبر هو 

البعض ليس لديه إلا تـصورات بأنهـا أكبـر مـنهم، الـسيد              . الذي يمكن أن يكون مقترحاً    
Fischer-Griessيكون قد انتقل إلى تركيب أكثر من مجموعة ،.  

      وكمثال على زمرة المصفوفات، نأخذ

( ) { }
def

SL , , det 1m q qm m A A= × ∈ =F F  
nqهنا   p=  ،p    أولي، و qF الحقل مع qهذه الزمرة لن تكون بسيطة إذا كـان  .  عنصر

2q ، لأن المصفوفة السلمية     ≠
0 0

0 0 , 1
0 0

m

ξ
ξ ξ

ξ

 
  =  
 

L

O
L

، تكون في المركز من أجـل       

1q الذي يقسم mأي    الزمر فقط، وتكون ، لكن هذه، هي المصفوفات التي في المركز−

( ) ( ) { }
def

PSL SLm q n q=F F  
3mبسيطة عندما يكون  ≥ (Rotman 1995, 8.23) 2 وعندماm 3q و = > (ibid. 

3mمن أجل الحالة التي يكون فيها       . (8.13 2q و  = نلاحظ بـأن   (6-4، انظر التمرين =
( ) ( )3 2 2PSL GLF F .(           يمكن أن نحصل على زمر بسيطة منتهية أخرى من الزمر في

(8.1).  

Bلزمر المنتهية تصنيف كل تمديدات ا  
مثلاً، تمديد زمرة بسيطة واحدة بزمرة      فأصبح معروفاً لنا الكثير عن تمديدات الزمر المنتهية،         

  :Solomon (2001,p347)، كتب علاوة على ذلك. أخرى
  لا توجد خبراتو. ية غير قابل للتطبيق بشكل تامإن تصنيف كل الزمر المنته      ... 

  "مغلقة"تكون " ...   الطبيعة"مر المنتهية التي توجد في       سابقة تبين بأن معظم الز
        إما بالنسبة للزمر البسيطة أو بالنسبة لزمر ما  كزمر ديهيدرال، وزمر هيسينبيرغ،

  .، والتي تأتي بشكل طبيعي في دراسة الزمر البسيطة...      الخ
 المنتهية كانت متـوفرة     ، قائمة كاملة صحيحة من الزمر     2001كما لاحظنا قبل ذلك، في عام       

  .اً، وعدد الزمر في القائمة غامر تقريب2000فقط من أجل الزمر التي رتبتها تصل إلى 

 المركز
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 لكـن  Holder 1892.إلى تصنيف الزمر البسيطة المنتهية يرجع على الأقل نلاحظ بأن حلم 
ييـر و  ، عندما عمل برو1950sهذه لم تبدأ بالظهور حتى عام تحقيق  الإستراتيجية الواضحة ل  

 ( 2 في دراسة ممركـزات العناصـر مـن الرتبـة        يكمنمقترحون آخرون على أن المفتاح      
 بينا بأنه، من أجل أي زمرة منتهيـة       (1995)مثلاً، برويير و فوليير     ). الممركزات الالتفافية   

H          تكون محددات الزمر البسيطة المنتهية مع ممركز التفافي متماثل مع ، H   هـو مـسألة 
 إن  (a): فيما بعد عمل مبيناً بأن المسألة سلسة للغاية، ولذلك أصبحت الإسـتراتيجية           . منتهية

 التي يمكن أن تعتبر كممركزات التفافية لبعض الزمر البسيطة المنتهيـة، و        ،Hقائمة الزمر   
(b)    لكل زمرة H   في (a)     قائمة الزمر البسيطة المنتهية للزمرة H      التي تعتبـر كممركـز 

بالطبع، هذا يقترب بتطبيقه فقط على الزمر البسيطة المنتهية الحاوية على عنصر من             . التفافي
تهـا عـدد زوجـي      تخمين قديم يقول بأن، كل زمرة بسيطة منتهية رتب        هناك  ، لكن   2الرتبة  

 ماعدا الزمـر    (13.4) وذلك حسب مبرهنة كوشي      2وبالتالي تحوي على عنصر من الرتبة       
إن ، (1963)مع برهان هذا التخمين من قبل فيت وثومبـسون  . الدائرية التي رتبها عدداً أولياً    

 ـ ل أعلقد. الجهد الذي بذل لإكمال تصنيف الزمر البسيطة المنتهية بدأ بجدية       ام ن التـصنبف الت
 اعتمد على آلاف من الـصفحات    عليه، لأن البرهان    مازال غير موثوق به    ولكن،  1982عام  

 كالعـادة ،  ، البرهـان صياغةأثناء وفي الحقيقة،  من الصحف التي نادراً ما تقرأ، و      في أجزاء   
 Smith 2004 و  Aschbacherمـع منـشورات    فتوقفوا عند هذا الحـد، و .ثغرةاكتشفت 

  . معقد حقاً أمر بأن برهان تصنيف الزمر لديناأصبح بشكل عام مقبولاً
، و لمعرفة أكثر عـن      2006    من أجل البيان الشعبي لتاريخ التصنيف، انظر كتاب رونان          

  .Solomon 2001البيان التقني، انظر الجزء المعروض 

  تمارين
2 لتكن   1-3

4 , , ,nD a b a b abab= thn  إذا كان   . رال زمرة ديهيدn    فردي، بـرهن 
2أن 

2 ,n
nD a a b≈ 2، وبالتالي فإن × 2n nD C D≈ ×.  

 على شكل جداء شـبه    Gبرهن أنه لا يمكن كتابة      . (1.17) الزمرة الرباعية    G لتكن   2-3
  .مباشر بأي طريقة غير تافهة

إذا .  عامـل مـشترك  أي n و m  لا يكون لـحيثب mn زمرة من الرتبة G لتكن   3-3
 و علـى زمـرة جزئيـة    m من الرتبة Mي على زمرة جزئية واحدة فقط       تحو Gكانت  

  .N و M جداء مباشر للزمرتين G، برهن بأن n من الرتبة Nواحدة فقط 
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) برهن أن 4-3 )2 2 3GL S≈F.  

)برهن أن . (1.17) الزمرة الرباعية G لتكن 5-3 ) 4Aut G S≈.  

ــتكن 6-3 ــع  G ل ــة جمي ــي   مجموع ــصفوفات ف )الم )3GL   ــشكل ــن ال  م
0

0 , 0
0 0

a b
a c ad

d

 
  ≠
 
 

) زمرة جزئية من     Gأثبت أن   .  )3GL       وبرهن أنهـا تـشكل ،

×على  ) الزمرة الجمعية    ( 2جداء شبه مباشر لـ      ××  .     وهل هي جداء مباشر لهاتين
  الزمرتين؟

C أوجد التماثلات الذاتية للزمرتين 7-3   .3S و ∞
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  الفصل الرابع

  تأثير زمر على مجموعات

Groups Acting on Sets 

  تعريف و أمثلة
 للزمرة (left action)إن التأثير اليساري .  زمرةG مجموعة و لتكن Xلتكن  1.4تعريف 

G على المجموعة X هو تطبيق ( ), :g x gx G X X× →a بحيث يكون   
(a)    1x x= لكل ،x X∈:  
(b)    ( ) ( )1 2 1 2g g x g g x= 1، لكل 2, ,g g G x X∈ ∈.  

  ).اليسار( مجموعة من -G تدعى Gللزمرة ) اليساري(إن المجموعة مع التأثير 
gتقتضي الشروط أنه، لكل      G∈ فإن للمناقلة اليسارية وفق ،g،  

: , ,Lg X X x gx→ a 

)معكوس   )1

L
g ) تقابل، أي أن،  Lg، ولذلك فإن  − )SymLg X∈ .   مـن المـسلمة(b) 

  نجد أن 
(14)                          ( ): SymLg g G X→a  
، نحـصل علـى التـشاكل       X علـى    Gلـذلك، مـن التـأثير اليـساري لــ           . تشاكل
( )SymG X→       وبالعكس، كل تشاكل كهذا يعرف تأثيراً لـ ،G على X .   يقـال بأنـه
   متبايناً، أي أنه، إذا كان(14)إذا كان التشاكل ) (effective)أو دقيق ((faithful) أمين 

1gx x g= ⇒ x لكل = X∈  

} تؤثر بشكل أمين على nS كل زمرة جزئية من زمرة تناظرية (a) 2.4 مثال }1, 2,..., n.  
   (b) كل زمرة جزئية H من الزمرة G تؤثر بشكل أمين على Gبالتحويل اليساري   

( ), ,H G G h x hx× → a  
   (c) لتكن H     زمرة جزئية من G .   إن الزمرةG    تؤثر على مجموعة المرافقات اليسارية 
  ،Hلـ 

( ), ,G G H G H g C gC× → a  
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Hوالتأثير يكون أميناً، إذا كان، مثلاً،  G≠ و Gبسيطة .  
(d)    كل زمرة G،تؤثر على نفسها بالترافق   

( )
def

1, , xG G G g x g gxg −× → =a  
G  وN تؤثر على N ،Gلأي زمرة جزئية ناظمية  Nبالترافق .  

   (e) من أجل أي زمرة G ،( )Aut G تؤثر على G.  
   (f) الزمرة الحركية غير القابلة للتأثير (group of rigid motion)في nلزمـرة   هي ا
G    من التقابلات n n→     التي تحافظ على الأطوال  .  عندئذG     تؤثر علـى n   مـن 

  .اليسار
X (right action)يعرف التأثير اليميني      G G× لتحويـل التـأثير   . شابه بشكل م→

1gاليميني إلى تأثير يساري، نضع       x xg −∗  Gمثلاً، يوجد تأثير طبيعي يمينـي لــ         . =
)، بالتحديـد،    G في   Hعلى مجموعة المرافقات اليمينية للزمر الجزئية        ),C g Cga ،

)الذي من الممكن أن يتحول إلى تأثير يساري  ),g C gCa.  
هـو التطبيـق   )  تطبيـق مكـافئ  -G تطبيق أو   -Gأو،  ( مجموعة   -G    التطبيق من   

:X Yϕ    بحيث يكون →
.( ) ( ) , ,gx g x g G x Xϕ ϕ= ∀ ∈ ∈  

  . تطبيق-G تطبيق تقابل، عندئذ يكون نظيره هو أيضاً -G مجموعة هو  -Gالتماثل لـ 

 (Orbits)المدارات 

Sيقال عن المجموعة الجزئية     . X زمرة تؤثر على المجموعة      Gلتكن   X⊂    أنها ثابتـة 
(stable) بالنسبة إلى التأثير Gإذا كان   

.,g G x S gx S∈ ∈ ⇒ ∈  
  .X على G من تأثير S على Gينتج تأثير 
Gx~    نكتب   y     إذا كـان y gx=    لـبعض ،g G∈ .      إن العلاقـة انعكاسـية لأن

1x x=ية لأن ، وتناظر  
1y gx x g y−= ⇒ =  

1gبالضرب من اليسار بـ  (   متعدية لأن هي ، و) وباستخدام المسلمات−
.( ) ( ),y gx z g y z g gx g g x′ ′ ′= = ⇒ = =  

 مدار يشكل   -Gلهذا فإن   .  مدار -Gندعو صفوف التكافؤ    .   لذلك فهي تشكل علاقة تكافؤ    
G\نكتب . Xتجزئة للمجموعة  Xلمجموعة المدارات .  
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   إذا كان0x ييحو مدار -Gمن التعريف، إن لدينا     
{ }0 0Gx gx g G= ∈  

  .0x تحوي X ثابتة -Gوهي أصغر مجموعة جزئية 

Gα، وليكن X تؤثر على G بفرض أن (a) 3.4 مثال  عندئذn .  عنصراً من الرتبة ∋
   هي مجموعات من الشكل αدارات م

{ }1
0 0 0, ,..., nx x xα α −  

ليس من الضروري أن تكون هذه العناصر مختلفة، ولذلك يمكن أن تحوي المجموعة علـى               (
  ). عنصرnعدد أقل من 

   (b)      إن مدارات الزمرة الجزئية H   من G     التي تؤثر على G      بالجداء من اليسار هـي 
H\نكتب  . G في   Hالمرافقات اليمينية لـ     G     بـشكل  .  لمجموعة المرافقـات اليمينيـة

 بالجداء من اليمين هي المرافقات اليـسارية لــ    G التي تؤثر على     Hمشابه، إن مدارات    
H   في G   ونكتب ،G H   نلاحظ بأن قانون الزمرة علـى      .  لمجموعة المرافقات اليسارية
G لن ينتج عنه قانون الزمرة على G H باستثناء الحالة التي تكون فيها Hناظمية .  
   (c)     من أجل الزمرة G        التي تؤثر على نفسها بالترافق، تدعى المدارات بصفوف الترافق  :

xلكل  G∈ إن صف ترافق ،xهو المجموعة   
{ }1gxg g G− ∈  

 إذا 0x، و يتألف فقـط مـن       0xي دائماً   يحو xإن صف ترافق    . 0xوالتي هي مرافقات    
متـساوية   Gفي الجبر الخطي تكون صفوف الترافق في        . G في مركز    0xوفقط إذا كان    

) مع )GLn k   نيـة تـزود    إن نظرية الأشكال النسبية القانو    صفوف التشابه، و   والتي تسمى ب
فقـط إذا   إذا و ) مترافقتين(تكون المصفوفتان متشابهتين    : فقبمجموعة تمثيلات لصفوف الترا   

  .كان لهما نفس الشكل النسبي القانوني
.  ثابتة إذا وفقط إذا كانت اجتماعاً لمدارات       X    نلاحظ  بأنه تكون المجموعة الجزئية من        

 . إذا وفقط إذا كانت اجتماعاً لصفوف الترافقG ناظمية في Hزئية مثلاً، تكون الزمرة الج

بـشكل   X تؤثر على  G، ويقال بأن    (transitive) متعدياً   X على   G    يقال بأن تأثير    
 مـن   y و   x، إذا وجد مدار واحد فقط، أي أنه، لأجل أي عنصرين            (transitivity) متعد
X   يوجد ،g G∈    بحيث يكون gx y= . تدعى ال مجموعـة  عندئذX G-  متجانـسة 

(homogeneous) .   مثلاً، إنnS    تؤثر على { }1, 2,..., n  لأجـل أي زمـرة     .  بشكل متعد
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G تؤثر على    G، فإن   G من الزمرة    Hجزئية   H  لكن تـأثير      بشكل متعد ،G   علـى 
1 إذا كان نفسها يكون غير متعدG } لأن ≠   . هو صف ترافق دائما1ً{
 إذا كان (doubly transitive) متعدياً بشكل مضاعف X على G     يكون تأثير الزمرة

)لأي زوجين    ) ( )1 2 1 2, , ,x x y y    من عناصر X   1 بحيث 2x x≠   1 و 2y y≠   يوجـد ،
g) مفرد(عنصر   G∈    1 بحيث يكون 1gx y=   2 و 2gx y= .  نعرفk- اً متعدي اً مضاعف 

(fold transitivity) 3 لكلk   . بشكل مشابه≤

   (Stabilizers) المثبتات
 isotropy)أو موحد الخـواص   ((Stabilizer)ثبت إن الم. X زمرة تؤثر على Gلتكن 

group) ( العنصرx X∈إذا كان   
.( ) { }Stab x g G gx x= ∈ =  

  : في الحقيقة. وهو زمرة جزئية، لكن ليس من الضروري أن يكون زمرة جزئية ناظمية

g لأي 4.4تمهيدية  G∈ و x X∈،  
( ) ( ) 1Stab .Stab .gx g x g −=  

  .البرهان
gإذا كان  x x′ =تحديداً، عندئذ ،  

( )1 ,gg g x gg x gx y−′ ′= = =  
)وبالتالي  ) ( )1.Stab . Stabg x g gx− )العكس، إذا كان . ⊃ )g gx gx′ =عندئذ ،  

( ) ( )1 1 1 ,g g g x g g gx g y x− − −′ ′= = =  
) ومنه )1 Stabg g g x− ′ )، أي أن ∋ ) 1.Stab .g g x g −′∈.  

      من الواضح 
( ) ( )( )Stab Ker Sym ,

x X
x G x

∈

= →I  

يكـون التـأثير أمينـاً إذا وفقـط إذا كـان          . Gوالذي هو زمـرة جزئيـة ناظميـة فـي           
( ) { }Stab 1

x X
x

∈

=I.  

  عندئذ.  زمرة تؤثر على نفسها بالترافقG لتكن (a) 5.4مثال 
( ) { }Stab x g G gx xg= ∈ =  
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 ٧٠

) (centralizer)تسمى هذه الزمرة بممركز      )GC x   العنصر x   في G .   وهي تتألف مـن
  إن التقاطع. xالتي تتبادل معه، أي أنه، مركز، Gجميع عناصر 

( ) { },G
x G

C x g G gx xg x G
∈

= ∈ = ∀ ∈I  

  .Gهو مركز 
   (b)   لتكن G     زمرة تؤثر على G H    بالجداء من اليـسار  .   عندئـذ( )Stab H H= ،

1gHg هو gHومثبت  −.  
   (c)   لتكن G         زمرة من الدورانات غير المتأثرة فـي n ) (4.2f .     إن ممركـز مبـدأ

 ـ nOالإحداثيات هو الزمرة المتعامـدة        n شكل المعـرف الموجـب القياسـي علـى        لل
)Artin1991   ليكن  ). 5.16،  4، الفصل( ),nT +       زمرة جزئية مـن G   لتحـويلات 

n       0، أي أنه، تطبيق من الشكلv v v+a   0 لبعض
nv ∈  .     فـإن عندئذT   زمـرة 

G و أن Gجزئية ناظمية في  T Oθ×) cf. Artin 19912§,5 .، الفصل .(  
   بالشكلS(Stabilizer)نعرف مثبت ، X من S    لأجل المجموعة الجزئية 

( ) { }Stab S g G gS S= ∈ =  
 عندئذ( )Stab S زمرة جزئية في Gتبين بأن (4.4)نفس الترتيب كما في برهان ب، و   

( ) ( ) 1Stab .Stab .gS g S g −=  

يـسمى  . G زمرة جزئية في    Hلتكن   بالترافق، و  G زمرة تؤثر على     G لتكن   4.6مثال  
)(normalizer) بالمنظم Hمثبت  )GN H لـ H في G:  

( ) { }1
GN H g G gHg H−= ∈ =  

)من الواضح بأن  )GN H هي أكبر زمرة جزئية تحوي Hكما أنها زمرة جزئية ناظمية .  
gS    من المحتمل أن يكون  S⊂ لكن ( )Stabg S∈)  1.32انظر.(  

   (Transitive actions) التأثيرات المتعدية
0x، عندئذ لأي  بشكل متعدX تؤثر على G إذا كانت 7.4قضية  X∈يكون التطبيق ،  

( ) ( )0 0 0Stab : Stabg x gx G x X→a  
  . مجموعة-Gتماثل على 

)إن التطبيق معرف جيداً لأنه، إذا كان        . البرهان )0Stabh x∈    0، عندئـذ 0ghx gx= .
  وهو متباين لأن 
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1
0 0 0 0gx g x g g x x−′ ′= ⇒ = ⇒  

), ′g gفي نفس المرافقات اليسارية لـان تقع( )0(Stab x  
  . تكافؤ-Gأخيراً، يكون واضحاً لنا بأنه .  تؤثر بشكل متعدGوهو غامر لأن 
G تكون متماثلة مع     X مجموعة متجانسة    -G    لهذا إن كل     H      لبعض مـن الزمـر 

0xيعتمد على اختيـار     :  ليس قانونياً  X، لكن هكذا تحويل لـ      G في Hالجزئية   X∈ .
G المجموعة   -Gلنقول ذلك بطريقة أخرى، يكون لـ        H       ،نقطـة منفـصلة، وبالتحديـد 

 مع نقاطها المنفصلة، هي تمامـاً التـي         X مجموعة متجانسة    -G؛ لإعطاء   Hالمرافقة  
  .Gتعطي زمرة جزئية في 

0O، وليكن X زمرة تؤثر على Gلتكن  8.4نتيجة  Gx= 0 ييحو المدار الذيx .
   يساويOعندئذ فإن عدد العناصر في 

( )( )0:StabO G x=  
1gHgمثلاً، إن عدد المرافقات  ) يساوي G في H للزمرة الجزئية − )( ): GG N H.  

0g يكون متعدياً، ولذلك فإن O على Gإن تأثير   . البرهان gxa  ًتقـابلاً   يعرف تطبيقـا
( )0 0StabG x Gx→.  

  .O    هذه المعادلة مفيدة دائماً لحساب 

0x، عندئذ، لأي بشكل متعدX زمرة تؤثر على G لتكن 9.4قضية  X∈تكون ،  
( )( )Ker SymG X→  
)زمرة جزئية ناظمية عظمى محتواة في  )0Stab x.  

0xلتكن . البرهان X∈ .عندئذ  

( )( ) ( ) ( ) ( )
4.4

1
0 0Ker Sym Stab Stab .Stab

x X g G
G X x gx g x g −

∈ ∈

→ = = =I I I  

  .ةالآتيوبالتالي، فإن هذه القضية عبارة عن متابعة للتمهيدية 

G  ،1 من الزمرة    H لأي زمرة جزئية     10.4تمهيدية  
g G gHg −

∈I     هي زمرة جزئيـة 
  .Hناظمية عظمى محتواة في 

نلاحظ بأن   . البرهان
def

1
0 g GN gHg −

∈= I          وبما أنها تقاطع لزمر جزئية، فهـي زمـرة ،
  وتكون ناظمية لأن . جزئية

( ) ( )1
11

1 0 1 0 1 0
−−

∈

= =I
g G

g N g g g N g g N  
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1g، و كذلك    G التي تمسح كل عناصر      g من أجل المساواة الثانية، استخدمنا،       - g . لهذا
1eHe محتواة في    G زمرة جزئية ناظمية في      0Nفإن   H−  زمرة أخرى Nإذا كانت . =

كهذه، عندئذ  
1 1N gNg gHg− −= ⊂  

gلكل  G∈ومنه ،  
1

0
g G

N gHg N−

∈

⊂ =I  

   (The class equation) صفوف التكافؤ
  : منتهية، فإنها عبارة عن اجتماع منفصل لعدد منته من المداراتXإذا كانت 

1

m

i
i

X O
=

= U  

  :وبالتالي

   يساويX إن عدد العناصر في 11.4قضية 

( )( )
1 1

:Stab ,
m m

i i i i
i i

X O G x x O
= =

= = ∈∑ ∑  

  :كما يأتيسها بالترافق، تصبح هذه الصيغة  على نفG    عندما تؤثر الزمرة 
  ) صفوف التكافؤ (12.4قضية 

( )( ): GG G C x= ∑  
  ).لات صفوف الترافق تمسح مجموعة ممثxحيث(

( ) ( )( ): GG Z G G C y= + ∑  
  ).حاوية على أكثر من عنصر واحد  تمسح مجموعة ممثلات صفوف الترافق الyإن (  

 تحـوي علـى     G، عندئذ فـإن   G يقسم     pإذا كان العدد الأولي   ) كوشي (13.4مبرهنة  
  .pعنصر من الرتبة 

 لا تنتمـي إلـى      yإذا كانت مجموعة من العناصر      . Gنستخدم الاستقراء على    . البرهان
) لا يقـسم     G  ،pمركز   )( ): GG C y∑    عندئـذ ،( )Gp C y       و يمكـن أن نطبـق 

) في   pيجاد عنصر من الرتبة     الاستقراء لإ  )GC y .      لذلك يمكن أن نفرض أنp   يقـسم 
)كل حدود    )( ): GG C y   ولذلك فهـو يقـسم أيـضاً        ،)الشكل الثاني (صفوف   في معادلة ال

  )اجتماع منفصل (
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( )Z G .لكن ( )Z G     لمثل هذه الزمر نجد بـأن        ١٣ تبديلي، و من مبرهنة البنى ( )Z G 
  .pي عنصر من الرتبة يحو

فقط إذا كانت رتبة كل عنصر مـن     زمرة إذا و   -G p  تكون الزمرة المنتهية      14.4 نتيجة
  .عناصرها قوى لعدد أولي

 تبين مبرهنة لاغرانج بأن رتبـة كـل         (25.1)، عندئذp    قوى لـ    Gإذا كانت   . البرهان
  . كوشيوالعكس يبرهن عليه من مبرهنة. pعنصر يكون قوى للعدد 

 عدد أولي فردي، تكـون دائريـة أو زمـرة           2p  ،p كل زمرة من الرتبة      (15.4)نتيجة  
  .ديهيدرال
 2 من الرتبة  r و   s تحوي على عناصر     Gمن مبرهنة كوشي، نعلم بأن الزمرة       . البرهان

Hلتكن  .  على الترتيب  pو r= .  فإن دليل عندئذH     من . ، ولهذا فهي ناظمية   2 يساوي
sالواضح أن  H∉ ومنه ،sG H H= U:  

{ }1 11, ,..., , , ,...,p pG r r s rs r s− −=  
ــا أن  ــة   Hوبم ــرة جزئي ــةزم 1،  ناظمي isrs r− ــبعض = ــك .i، ل لأن  وذل

( ) 22 2 2 1 11, is r s rs s srs s r− − −= = = 2، ولذلك = 1modi p≡ . لأنpZ p Z ،حقل 
1modi، ولـذلك    ±1 وهـي    1تكون عناصره فقط الأعداد التي تربيعها يساوي         p≡  أو 

1modi p≡ أي زمرة مولدة بمجموعة من العناصر      (الحالة الأولى، الزمرة تبديلية     في  . −
1الحالة الثانية   ، وفي   )لمتبادلة من الواضح أنها تبديلية    ا 1srs r−  و نكون قد حصلنا علـى       =−

  .(9.2)زمرة ديهيدرال 

p-زمر   

  . زمرة منتهية غير تافهة مركز غير تافه -p  لكل4.16مبرهنة 

                                                
نستخدم الاستقراء على رتبة الزمرة . Zيوجد هنا برهان مباشر هو أن المبرهنة محققة من أجل زمرة آبلية  13
Z.     يكفي أن نبين بأن Z تحوي على عنصر و التي تقبل رتبته القسمة على p    بعـض قـوى لأنه عندئـذ ،

1gليكن  .  تماماً pالعناصر سيكون من الرتبة      ، g لا يقبل القسمة على رتبة       pإذا كان   . Z عنصر من    ≠
Zعندئذ سيقسم رتبة الزمرة      g    عنصر من ) بالاستقراء(، في الحالة التي يوجد فيهاG بحيث تقبل رتبته في 

Z g القسمة على p . لكن رتبة مثل هذا العنصر يجب أن تقبل القسمة علىp.  
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)من الفرض، بما أن     . البرهان ):1G ى لعدد أولي  قوp   وبالتـالي فـإن ،( )( ): GG C y 
p) 0pقوى لعدد أولي    يقـسم  pبما أن ). الشكل الثاني( في معادلة الصفوف yلكل  ) ≠

)) ربمـا (الصفوف باسـتثناء     معادلة كل حد من   )( ):1Z G  ،   يجـب أن يقـسم      وبالتـالي
( )( ):1Z Gًأيضا .  

 لكـل  mp تحوي على زمرة جزئية ناظمية من الرتبـة  np الزمرة من الرتبة   17.4نتيجة  
m n≤.  
ي عنـصر مـن     يحـو  Gإن مركز الزمرة    . nنستخدم الاستقراء الرياضي على     . البرهان
N، ولذلك   pالرتبة g=     زمرة جزئية ناظمية  فيG    من الرتبة p .   الآن ومن فرضية

Gالاستقراء يمكننا أن نفرض النتيجة بالنسبة إلى     N  (46.1)، ومن ثم فإن مبرهنة التقابـل 
  .Gتعطينا النتيجة بالنسبة إلى 

pهي زمرة تبديلية، وبالتالي تكون متماثلة مع        2pكل زمرة رتبتها     18.4قضية   pC C×  أو 
2p

C.  
G ليس تافهاً، ولذلك فإن      Zنعلم بأن مركز الزمرة     . البرهان Z   أو مـن  1 مـن الرتبـة 
  . تبديليةGفي كل من الحالتين تكون دائرية، وبالتالي فإن . p الرتبة

وبالتالي فهـي   ( في مركزها    Hتحتوي على الزمرة الجزئية      G نفرض بأن  19.4تمهيدية  
Gبحيث يكون ) ناظمية Hدائرية  . عندئذGتبديلية .  
G والذي صورته في     G عنصراً من الزمرة     aليكن  . البرهان H كـل    .  يولدها عندئـذ

ig يمكن أن يكتب بالشكل Gعنصر من  a h= مع ,∈ ∈ h H i . الآن  
( ). (

.

′ ′

′

′

′ ′= ⊂

′=

′=

i i i i

i i

i i

a h a h a a hh H Z G

a a h h

a h a h

  

) يبين البرهان السابق بأنه إذا كان        20.4ملاحظة   )H Z G⊂   و G تحتوي على مجموعة 
Gمن ممثلات  H فإن بحيث تكون عناصرها متبادلة، عندئذ Gتبديلية .  

، ليس من الصعب الآن أن نبين بـأن أي زمـرة غيـر    p     من أجل العدد الأولي الفردي
التمرين  ((3.14 ,3.13)تماماً مع واحدة من الزمر المبنية في  متماثلة 3pتبديلية من الرتبة 

  .3pلهذا، تحت سقف التماثل، يوجد تماماً زمرتين غير تبديليتين من الرتبة ). 3-4

 لأن(
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 aنصر  عندئذ يجب أن تحوي على ع     . 8 زمرة غير تبديلية من الرتبة       Gلتكن   21.4 مثال
 بحيـث لا    2 تحوي على عنصر من الرتبة       Gإذا كانت   ). 5-1انظر التمرين    (4من الرتبة   

ــى   ــي إل ــذa ينتم G، عندئ a bθ× ــث ــل الوح θ حي ــو التماث ــد  ه ي
( )2 4 ×

→Z Z Z 4 Z   4، ولذلكG D≈ .      أما إذا لم يكن كذلك، أي عنصرb    مـن G  لا 
2، و 4 يجب أن يكون من الرتبة aيقع في   2a b= . 1الآنbab  هو عنصر من الرتبـة  −

 هـي   G ستكون تبديلية، ولهذا فـإن       G، لأنه من جهة أخرى      aولا يساوي   . a في   4
  .(2.7b ,17.1)الزمرة الرباعية 

   (Action on the left cosets)  على المرافقات اليساريةالتأثيرات
Gتأثير الزمرة على مجموعة المرافقات اليسارية      H   للزمرة H  في G  ًوسيلة مفيدة جـدا 

  .سنوضح هذا مع بعض الأمثلة. في دراسة الزمر
X     لتكن G H= . نتذكر بأن، لأيg G∈،  

( ) ( ) 1 1Stab StabgH g H g gHg− −= =  
  و نواة التطبيق

( )SymG X→  
1هي زمرة جزئية عظمى 

g G gHg −
∈I في G محتواة في H.  

 لا تحوي على زمرة جزئية ناظميـة فـي   G زمرة جزئية في H لتكن (a) 22.4ملاحظة  
G   1غير .  عندئذ( )SymG G H→      متباين، ولقد تحققنا بأن G ة جزئيـة مـن      كزمر

)زمرة تناظرية ومن رتبة أقل بكثير من         ):1 !G .    مثلاً، إذا كانتG تبـين     بس يطة، عندئذ
1H تحوي على زمرة فعلية      Gبأن  ) § 5نظر  ا(مبرهنات سيلو    لة التـي   باستثناء الحا  (≠

  .لا تحوي على زمرة جزئية ناظمية كهذه) لتعريفمن ا (، لكنها) دائريةGتكون فيها
    (b) إذا كانت ( ):1G  لا تقسم ( ):1 !Gعندئذ ،  

( )SymG G H→  
 تحـوي علـى زمـرة    H، ويمكن أن نستنج بأن )25.1انج، مبرهنة لاغر(لن يكون متبايناً    
1جزئية ناظمية    ، عندئذ تحوي علـى زمـرة       99 من الرتبة    Gمثلاً، إذا كانت    . G في   ≠
،  والزمرة الجزئية يجب أن تكـون  )13.4مبرهنة كوشي    (11 من الرتبة    Nجزئية ناظمية   

Gفي الحقيقة، . ناظمية N Q= ×.  
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 إمـا دائريـة أو زمـرة    6 من الرتبـة    G تبين بأن كل زمرة      4.15 إن النتيجة    23.4 مثال
، يجـب  (13.4)بالعودة إلى مبرهنة كوشي  . شكل مبسط نقدم هنا ترتيب مختلف وب    . ديهيدرال

علاوةً على ذلك   . 2 من الرتبة    s وعلى عنصر    3 من الرتبة    r على عنصر    Gأن تحوي   
def

N r=    2أو ببساطة لأن دليلهـا يـساوي    (!2 لا تقسم 6 يجب أن تكون ناظمية لان .(
Hلتكن   s= .  إما(a)   تكون H      زمرة جزئية ناظمية في G   أو ،(b) H  ة  ليست زمر

1rsrفـي الحالـة الأولـى،       . Gجزئية ناظميـة فـي       s− rs، أي أن    = sr=   ولـذلك ،
2 3G r s C C× ≈ × .     في الحالة الثانية، إن( )SymG G H→   متباين، وبالتالي 

3يكون غامراً، ومنه  3G S D≈ ≈.  

   (Permution groups) ديلاتزمر التب
)نأخذ   )Sym X   حيث X    تحوي على n الزمـرة  ) تحت سقف التماثـل   (بما أن   .  عنصر

)التناظرية   )Sym X         اصـر فـي      تعتمـد فقـط علـى عـدد العنX      يمكـن أن نأخـذ ،
{ }1, 2,...,X n=     وهكذا بالنسبة للزمرة ،nS .   إن الرمز( )1 2 3 4 5 6 7

2 5 7 4 3 1  يدل على التبديلة    6
1التي ترسل  2, 2 5,3 7a a a الخ ،...  

      نعتبر التبديلة 

.( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3
1 2 3

n
nα α α α

 
 
 

L
L  

)يسمى الـزوج     ),i j    حيـث i j<   و ( ) ( )i jα α>   بمعكـوس (inversions) α ،
 أو (odd)ديـة   فردي أو زوجي وذلك حسب عدد المعكوسـات إن كانـت فر         αويقال بأن   

)،  αإن إشارة   .. (even)زوجية   )sign α    وذلك حـسب     1-  أو      1+، إما تساوي α  إن 
  . كانت زوجية أو فردية

 في الـسطر الأعلـى مـع        iكل عنصر   ) بخط  ( ، نصل   α لحساب إشارة    24.4 ملاحظة
 αيكـون   :  في السطر السفلي، و نحسب عدد المرات التي تقاطعت فيها الخطوط           iعنصر  

  مثلاً،. زوجياً أو فردياً حسب هذا العدد إن كان زوجياً أو فردياً
1 2 3 4 5

3 5 1 4 2

 
 
 
 

  

  .هذا ممكن، بسبب وجود تقاطع واحد لكل معكوس).  تقاطعات6(إنه زوجي 
  ، نعتبر الجداءα    من اجل التبديلة 
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( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )( )

1
2 1 3 1 ... 1

3 2 ... 2

...

1

i j n
V j i n

n

n n

≤ < ≤
= − = − − −

− −

− −

∏

  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1
2 1 3 1 ... 1

3 2 ... 2

...

1 .

i j n
V j i n

n

n n

α α α α α α α α α

α α α α

α α

≤ < ≤

= − = − − −

− −

− −

∏

  

عدا الحدود التي كل معكوس فيها يعطي إشـارة         إن الحدود في كل من الجداءين متساوية ما         
  لذلك،. 14 سالبة

( )V sign Vα α=  
  ،βبمقارنة مشابهة نجد بأنه، من أجل أي تبديلة 

(16)       .                ( ) ( )( )V sign Vα β α β=        
)بما أن  )V sign Vβ β= و ( ) ( ) ( )V V sign Vα β αβ αβ=   ، هذا يبين لنا =

( ) ( ) ( )sign sign signαβ α β=  
""لذلك،   "sign   هو التشاكل{ }1nS → 2nعندما  . ± ، يكون غامراً، وبالتـالي تكـون       ≤

! من الرتبة nSنواته عبارة عن زمرة جزئية ناظمية في       
2
nتـسمى بـالزمرة المتناوبـة    ، و

(alternating group) nA.  
   الآتي هي تبديلة من الشكل (cycle)    الدورة 

1 2 3 1... ri i i i ia a a a  
  .أما الأعداد المتبقية فهي ثابتة

                                                
}كل منها هو جداء فوق مجموعة جزئية مؤلفة من عنصرين من  14 }1,..., n يقابل العامل للمجموعة الجزئية ،

{ },i j وهو ( )j i−m. 
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)نرمز للدورة بالرمز    .  مختلفاً jiيجب أن يكون     )1 2... ri i i    و ندعو ،r  بطـول الـدورة - 
تسمى الـدورة التـي     . nS أيضاً يساوي رتبة الدورة عنما تعتبر كعنصر من          rنلاحظ أن   
)إن الدورة   .  مناقلة 2ي  طولها يساو  )i دعامة الـدورة   .  هي التطبيق المحايد   1 الطول    ذات

(support of the cycle)( )1... ri i هي مجموعة العناصر { }1,..., ri i يقال بأن الدورات ،
. حظ بأنه تكون الدورات المنفصلة تبديلية     نلا. (disjoint)منفصلة إذا كانت دعاماتها منفصلة      

  إذا كانت
)) منفصلةدورات ( )( ) ( )1 1 1... ... ... ...r s ui i j j l lα =  

عندئذ  
)) منفصلةدورات( ) ( ) ( )1 1 1... ... ... ...m m mm

r s ui i j j l lα =  
) من الرتبة αوبالتالي فإن  )lcm , ,...,r s u.  

كجـداء دورات   ) طريقة واحـدة بـشكل أساسـي      وب( كل تبديلة يمكن أن تكتب       25.4 قضية
  .منفصلة
nSαلتكن  .  البرهان }، وليكن   ∋ }1, 2,...,O n⊂    مدار لـ α .    إذا كـانO r= ،

iعندئذ لأي  O∈،  
( ) ( ){ }1, ,..., rO i i iα α −=  

) و الدورة αلذلك فإن   ) ( )( )1... ri i iα α . O لهما التأثير نفسه على أي عنصر مـن  −
  ليكن

{ }
1

1, 2,...,
m

j
j

n O
=

= U  

}  للمجموعة (decomposition)تحليل   }1,..., n   ة   لاجتماع مدارات منفصلα   ولـتكن ،
jγبـ ) كما سبق ( دورة مرتبطةjO .عندئذ  

1... mα γ γ=  
...1للوحدانية، نلاحظ أن تحليل   .  إلى جداء دورات منفصلة    αهو تحليل    mα γ γ= إلى جداء 

}دورات منفصلة يجب أن يقابل تحليل        }1,..., n    1دورات مجهولة من الطول     ( إلى مدارات 
، نغيـر   1يمكن أن نتجاهل الدورات التي طولها يساوي        ). و مدارات مؤلفة من عنصر واحد     

، لكن هذا كـل     )ئية مختلفة باختيار عناصر ابتدا  (رتبة الدورات، و نغير كيفية كتابة كل دورة         
  .αشيء لأن المدارات مرتبطة بـ

      مثلاً،
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( ) ( )( )( )1 2 3 4 5 6 7 8 15 27634 85 7 4 2 1 3 6 8 =  

)من الرتبة  )lcm 2,5 10=.  

 كل تبديلة يمكن أن تكتب على شكل جداء مناقلات، وإن عدد المناقلات في هـذا       26.4 نتيجة
  . إن كانت زوجية أو فرديةαجياً أو فردياً وذلك حسب الجداء يكون إما زو

  . البرهان
  نأخذ الدورة

( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 1 1... ... ,r r r r ri i i i i i i i− − −=  
  ، 1- هو تشاكل و إشارة المناقلة signلأن . ومنه فإن الحالة الأولى تأتي من التمهيدية

( ) ( )sign 1α = −.  
) هي   r  نلاحظ بأن صيغة البرهان تبين بأن إشارة الدورة ذو الطول              ) 11 r −

 -r، إن،   −
  .       إن كان فردياً أو زوجياrًدورة تكون زوجية أو فرديةً حسب 

تمل أن نعرف تبديلة ما لتكون زوجية أو فردية كما في الجـداء إن كـان لعـدد                من المح 
زوجي أو فردي من المناقلات، ولكن عندها يجب أن تراعي إحدى المناقلات الترتيـب كمـا            

  .سبق لتبين بأن هذا المفهوم معرف جيداً
  .ةالآتي فتوجد النتيجة nA بالنسبة لـ أما.  مولدة بالمناقلاتnS   تنص النتيجة على أن 

  .3 مولدة بدورات ذات الطول nA  الزمرة المتناوبة 27.4 نتيجة
nAαأي  . البرهـان  لعدد زوجي من المنـاقلات،  ) من المحتمل أن يكون خالياً( هو جداء ∋

1 1... m mt t t tα ′   : دورة-3، ولكن جداء أي مناقلتين يمكن أن يكتب دائماً كجداء لـ =′

                        ( )( )

( )( )

( )( )( )( ) ( )( )

( ) ( )

,

,

1, .

ij jl j k

ij kl ij jk jk kl ijk jkl

ij kl

 =

= =

 =

  

a أنهما مترافقان    b و   a    نتذكر بأنه يقال عن العنصرين       b       إذا كان يوجـد عنـصر 
g G∈ 1 حيث إن  بb gag ، مـن  Gبالنسبة للزمـرة    . ، و أن الترافق هو علاقة تكافؤ      =−

  . Gالمفيد أن نحدد صفوف الترافق في 

  :، الدورات المترافقة مع الدورة تعطى بالعلاقةnS  في 28.4 مثال
.( ) ( ) ( )( )1

1 1... ...k kg i i g g i g i− =  

   #مناقلات

, , ,i j k l مختلفة 
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)بالتالي   ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1 1 1... ... ... ... ... ...r u r ug i i l l g g i g i g l g l− حتى لـو    (=

بكلمات أخرى، لنحصل علـى  ). صلة، لأن الترافق عبارة عن تشاكلكانت الدورات ليست منف   
1g gα   .g بصورته بالنسبة لـ αكل دورة في ، نستبدل كل عنصر في −

، نعني بمتتالية مـن     n(partition)بتجزئة  . nS    سوف نحدد الآن صفوف الترافق في         
,...,1الأعداد الصحيحة  kn nحيث إن ب  

 1 21 ... kn n n n≤ ≤ ≤ ≤    و≥
1 2 ... kn n n n+ + + =  

   وهي بالتحديد،4 تجزئات للعدد 5مثلاً، يوجد تماماً 
4 1 1 1 1, 4 1 1 2, 4 1 3, 4 2 2, 4 4= + + + = + + = + = + =  

  نلاحظ أن تجزئة . 61 تجزئة للعدد 1,121,505و 
})اجتماع منفصل( } 11, 2,..., ... kn O O= U U  

}للمجموعة  }1, 2,..., n تحدد تجزئة للعدد n،  
1 2 ... ,k i in n n n n O= + + + =  

} تشكل تجزئة للمجموعة     nS من   αبما أن مدارات عنصر      }1, 2,..., n  ،    يمكن أن نـصل
) مرتبطة بــ  8مثلاً، تجزئة العدد . n بتجزئة α إلى كل عنصر مثل  )( )( )15 27634 8 

   ترتبط بـn و التجزئة المرتبطة بـ 1,2,5وهي 
)) منفصلةدورات( ) ( )11 1 1... ... ... , 1 ,

kn n i ii i l l n nα += < ≤  
,1,...,11,1وهي  ,..., kn n       ( )in n− ∑  

 مترافقان إذا وفقط إذا كانا يعرفان التجزئة نفسها لـ          β و   α يكون العنصران    29.4 قضية
n.  

 عنصر يحافظ على شكلها المحلـل إلـى دورات           أن مرافق  (28.4)رأينا في   : ⇒. البرهان
  . منفصلة

، لذلك فإن تحليلها إلـى جـداء دورات         n يعرفان التجزئة نفسها لـ      β و   αبما أن   : ⇐
  :منفصلة له الشكل نفسه

( )( ) ( )

( )( ) ( )
1 1 1

1 1 1

... ... ... ... ,

... ... ... ... ,

r s u

r s u

i i j j l l

i i j j l l

α

β

=

′ ′ ′ ′ ′ ′=
  

   بالشكل gإذا عرفنا 

 مرة
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1 1 1

1 1 1

... ... ... ...
,

... ... ... ...

r s u

r s u

i i j j l l

i i j j l l

 
 
 ′ ′ ′ ′ ′ ′ 

  

 عندئذ  
1g gα β− =  

)  30.4مثال  ) ( )
11234... 1234...

123
4... 4...

i j k
i j k i j k

−
   

=    
   

.  

1 لكل   31.4 ملاحظة k n< )، يوجد   ≥ ) ( )1 ... 1n n n k
k

− − + k-       دورة مختلفـة فـي nS .
1نحتاج إلى 

k
   لذلك لا يمكن أن نحسب 

( ) ( )1 2 1 1... ... ...k k ki i i i i i −= = 

k بشكل مشابه، من المحتمل أن نحسب عدد العناصر في أي صف ترافق فـي               .  مرةnS ،
مـثلاً، إن   . لكن نحتاج إلى القليل من الحرص عندما تحوي التجزئة على عدة حدود متساوية            

) من الشكل 4Sعدد التبديلات في  )( )ab cdيساوي   
1 4 3 2 1 3
2 2 2

× × × = 
 

  

1نحن بحاجة إلى العدد     
2

) لذلك لا يمكن أن نحسب        )( )ab cd 4بالنسبة لـ   .  مرتينS  لدينا 
  :الآتيالجدول 

   النوع     التجزئة                         العنصر         لا يقع في صف التكافؤ       

1 1 1 1+ +    زوجي                           1                            1                   +
1 1 2+ +                    ( )ab                         6فردي                       

1 3+                       ( )abc                         8زوجي                      
2 2+                   ( )( )ab cd                        3زوجي                     

4                         ( )abcd                         6                 فردي    

، وهي بالتحديد العناصر التي مـن       2 عناصر فقط من الرتبة      3 تحوي على    4Aنلاحظ بأن   
وف الترافق،  ه الزمرة هي اجتماع لصف    هذ. V زمرة جزئية    1، و أنها تشكل مع      2+2الشكل  

  .4Sة من ولذلك فهي زمرة جزئي

n بسيطة لكل nA إن الزمرة (Galois) 32.4 مبرهنة 5≥.  
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2n أجل من33.4  ملاحظة  3nمن أجل  تافهة، وnA، تكون =  زمرة nA، تكون =
4n، وبالتالي فهي بسيطة، من أجل 3دائرية من الرتبة   فهي ليست تبديلية وليست بسيطة =

  ).31.4انظر  (V، الزمرة الجزئية  تحوي على زمرة ناظمية، و مميزة–

nA) 5n زمرة جزئية ناظمية في      N لتكن   34.4 تمهيدية  تحوي على   N، إذا كانت    )≤
 nA، ولذلك فهي تـساوي  3 ، عندئذ فهي تحوي على كل الدورات التي طولها        3دور طوله     

  ).27.4من (
نعلم . nA في   3 دورة أخرى طولها     α، ولتكن   nA في   3 دورة طولها    γلتكن  .  البرهان

1g بأن (29.4)من   gα γ ng لبعض العناصر =− S∈ . إذا كانng A∈  هذا يبين بـأن ،
α     تنتمي أيضاً إلى N .   5إذا لم يكن كذلك، لأنn nt، توجد مناقلة ≤ S∈  منفصلة عـن 
α . عندئذntg A∈ و   

1 1 1,t t t g g tα α γ− − −= =  
nAαو منه فإن    . ثانيةً∋

  .ة تكمل برهان المبرهنةالآتي    التمهيدية 

,،  nA في N كل زمرة جزئية ناظمية    35.4 تمهيدية 5, 1≥ ≠n N    تحوي دورة طولها ،
3.  

,لتكن  .  البرهان 1Nα α∈  دورة، سنبني عنصراً آخـر      -3عبارة عن   αإذا لم يكن    . ≠
, 1Nα α′ ′∈ }اصر، بحيث نثبت عن   ≠ }1, 2,..., n     أكثر مما تثبته α .      إذا لـم يكـنα ′ 

بعد عدد منتهي من الخطوات، نصل      .  دورة، عندئذ يمكن أن نطبق البناء نفسه       -3عبارة عن   
  .  دورة-3إلى 

عندئذ نعبر عنها كجداء لدورات منفصلة، إما       .  دورة -3ارة عن    ليست عب  α    بفرض أن   
3تحوي على دورة طولها     تكون على الأقل على شكل جداء مناقلات، نقول أو ≥

  (i)( )1 2 3... ...i i iα    أو=
(ii)  ( )( )1 2 3 4 ...i i i iα =  

4 تحرك عددين، نقول بأنهمـا       α    في الحالة الأولى،     5,i i      1، مـا عـدا 2 3, ,i i i  لأن ،

( ) ( )1 2 3 1 4, ...i i i i iα )لتكن  . ≠ )
def

1
1 1 2 4... ...i i i Nα γ α γ −= = ، وهي مختلفة عـن     ∋

α)       2لأن تؤثر بشكل مختلف علىi .(  لهذا
def

1
1 1α α α −′ = 1 لكـن    ≠ 1α γ α γ α− −′ = 

1 و كل العناصر ما عدا       2iيثبت   5,...,i i تكون مثبتة بـ α-   ولذلك فهي تثبـت عناصـر 
  .αأكثر من 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



 

 ٨٣

,1    في الحالة الثانية، نشكل      ,γ α α  أي 5i و (ii) كما فـي  4i كما في الحالة الأولى مع ′
1عنصر مختلف عن     2 3 4, , ,i i i i .    عندئذ( )( )1 1 2 4 5 ...i i i iα  α تكون مختلفـة عـن       =

1لهذا  . 4iلأنها تؤثر بشكل مختلف على      
1 1α α α −′ = α، لكن   ≠ ، و كل   2i و   1i يثبت   ′

1العناصر   5,...,i i  بواحـد   α ولذلك فهي تثبت  عناصر أكثر من         -α من قبل     لا تثبت  ≠
  .على الأقل

5n من أجل 36.4 نتيجة   . فقطnS، و nA، 1 هي nS، إن الزمر الجزئية الناظمية في ≤
nN، عندئذnS    ناظمية في    Nإذا كانت   . البرهان AI      ناظميـة فـي nA .    لـذلك إمـا

n nN A A=I   أو { }1nN A =I .      ،في الحالة الأولىnN A⊃     التي دليلها يـساوي ،
ــإن nS فــي 2 ــذلك ف nN، ول A= أو nS.  ــق ــة، يكــون التطبي ــة الثاني فــي الحال

:n n nx xA N S A→a     غامراً، ومنه فإن N    لكن لا يمكـن أن      2 أو   1 من الرتبة ،
  .يتألف من عنصر واحد) {1}ما عدا  (nS لأنه لا يوجد صف ترافق في 2تكون رتبتها 

، التي من المحتمل أن تستنتج ببساطة من أجـل     nA يوجد وصف لصفوف الترافق في       37.4
5n ≥.  

   جزئيةاً أنها قابلة للحل إذا وجدت زمرG يقال عن الزمرة 38.4
{ }0 1 1... ... 1i i rG G G G G G−= ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ =  
1iG ناظمية في    iGبحيث تكون كل من      1i و كل زمرة قسمة      − iG G−  لهذا .  تكون تبديلية

5nليست قابلة للحل إذا كان      ) nSوأيضاً   (nAفإن   )ليكن  . ≤ ) [ ]f x x∈  من الدرجة 
n.  

، ويبـين  f من زمر تبديلات جـذور fG زمرة جزئية  f    في نظرية جالوا، ترتبط بـ      
 بالعمليات الجبرية من الجمع، الطرح،      f يمكن الحصول عليها من معاملات       fبان جذور   

). الواغنظرية  ( قابلاً للحل    fG إذا وفقط إذا كان      mجذر  الاستنتاج لـل مة، و   الضرب، القس 
f بحيث   n من الدرجة    f، يوجد على الأقل كثيرة حدود       nلكل   nG S≈  فـإن    وبالتـالي 

5nعندما (   .الكثير من كثيرات الحدود تكون غير قابلة للحل بدلالة الجذور) ≤
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  – Coxeter   Toodخوارزمية
إن . ئيـة مولـدة بمجموعـة        زمـرة جز   H زمرة تمثل بشكل منتـه، ولـتكن         Gلتكن  

هي استراتيجية لكتابة فيما بعد مجموعة المرافقات اليسارية  Coxeter15  -Toodخوارزمية
  .  على المجموعةG مع تأثير G في Hللزمرة 

 الذي يزودنا بتفاصيل أكثر، لكن نلاحظ بأنـه  Artin 1991, 6.9من (لقد وضحتها مع مثال 
  ). المعاكس لتركيبنايركب التبديلات في الاتجاه

3    لتكن   2 2, , , , ,G a b c a b c cba=    و لتكن H      زمرة جزئية مولدة بـ c)   بكـلام
تتـصف عمليـة   ). c الممثلة بالكلمة المختزلة Gزئية مولدة بعنصر من  زمرة جHأدق،  

G ةالآتي على مجموعة المرافقات بتأثير المولدات، التي يمكن أن تحقق القوانين:  
(i)   كل مولد ), ,a b cيؤثر كتبديلة)  في مثالنا.  
(ii)   3( العلاقات 2 2, , ,a b c cbaتؤثر بشكل تافه)  في مثالنا.  
(iii)   مولدات H) c1تثبت المرافقة )  في مثالناH. 

(iv)  عدية العملية على المرافقات مت.  
,1رمز لها ية المتبعة لاستنتاج المرافقات، ي       إن الاستراتيج  1 حيـث  ...,2 1H=  يكـون ،

  .ضرورياً
1c يخبرنا ببساطة أن     (iii)    القانون c= .     بما أنه لا   . سنطبق الآن القانونين الأول و الثاني

2يلـي    ، لنرمز بما  1a هو   نعلم من  : 1 2a 2و بـشكل مـشابه، لـيكن          . = 3a الآن .=
33 1a a=   ومن ،(ii)     1لهذا، نكون قد استنتجنا المرافقات الثلاثة       . 1 يجب أن يساوي, 2,3 ،
  :يلي  كماaبديل وفق الت
 

4؟ لا نعلم، نستنج بحـذر مرافقـة أخـرى           1bما هي    1b= . 4الآن 1b 2 لأن = 1b = ،
  وبالتالي يكون لدينا 

.1 4 1
b b
a a  

1نعلم بأن . cbaبقي لدينا العلاقة  2a 2، ومنه نضع 2b، لكن لا نعلم ما = 5b =:  
                                                

إن . لحل المسألة، يجب أن تنتهي الخوارزمية دائماً فـي زمـن منتـه مـع الجـواب صـحيحاً المـسألة              15
في ( لن تحل المسألة المحددة فيما إذا كان التمثيل المنتهي يعرف زمرة منتهية  – Coxeter   Toodخوارزمية

إنها تقوم، على أي حال، بحل مسألة تحديد رتبة الزمرة المنتهيـة مـن              ). د خوارزميات كهذه    الحقيقة، لا توج  
  .1 الزمرة الجزئية التافهة Hنستخدم الخوارزمية مع ( التمثيل المنتهي للزمرة 

 

1 2 3 1.
a a a

a a a
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1 2 5
a b

a a  
1  (iii)من 1c 5 يكون لدينا cba على (ii)، و بتطبيق = 1c  (i)لذلك، بالعودة إلى . =

5سيكون لينا  1=، 

2، وبهذا يكون الآن     5نسقط   1b 4بما أن   . = 1b 4 سيكون لدينا    = ، ولذلك يمكنـا أن   =2
  . أيضا4ًنسقط 

  :ةالآتييمكن أن نمثل ما عرفناه في القائمة 
a        a         a         b        b       c        c       a         b        c 

1        2        3        1        2        1        1        1        2        1       1  
        2        3        1        2        1        2                  2        3                 2          

3        1        2        3                  3                  3        1         2      3  
2، تبين لنـا بـأن   (ii)الزاوية السفلية اليمنى، المطبقة من      3c وبالتـالي يكـون أيـضاً     . =

3 2c   :، وعندئذ يحدد هذا بقية القائمة=
a        a         a         b        b       c        c       a         b        c 

1        2        3        1        2        1        1        1        2        1       1  
 2        3        1        2        1        2        3        2        3        3       2 
 3        1        2        3        3        3        2        3        1        2       3  

,ا  قد حصلنا على ثلاث مرافقات والتي يؤثر عليه بذلكننكو ,a b cيلي  كما  
( ) ( ) ( )123 12 23a b c= = =  

3Gبدقة أكثر، يمكننا أن نكتب فيما بعد التطبيق         و S→     مـن  .  و المؤلفة بالقوانين الـسابقة
 علـى  G التي تنص على أن هذا في الحقيقة يصف تـأثير  ( Artin 1991, 9.10 )مبرهنة 
G H .       بما أن العناصر الثلاثة( )123  ،( )، و   12( ، هذا يبين بأن تـأثير      3S تولد   23(

G على G H 3 يؤدي إلى التماثلG S→ وإن ،H 2 زمرة جزئية من الرتبة.  
، اكتشف كيفية تحويل هذه الطريقة إلى خوارزمية بحيث، عندما  Artin 1991, 6.9     في 

  لقائمة الصحيحة،  تنجح في استخراج قائمة الثوابت، ستكون في الحقيقة قد استنتجت ا
 ، باستثناء تلك التي تحسب التأثيرات على المرافقات         Maple    هذه الخوارزمية منجزة في     

  :يوجد هنا نسخة عن ذلك. اليسارية
>with (group) ;  [loads the group theory package . ]   
>G:=grelgroup ({a,b,c},{[a,a,a],[b,b],c,c],[a,b,c]}) ;  [defines G to have  
generators a,b,c and relations  aaa,  bb,  cc,  abc] 
>H:=subgrel ({x=[c]},G) ;  [defines H to be the subgroup generated by c] 

 
>permrep (H) ; 
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Permgroup (3,  a=[[1,2,3],b=[1,2],c=[2,3]]) 
[computes the acthon of G on the set of right cosets of H in G].  

   (Primitive action) التأثيرات الابتدائية
 ـ π، و ليكن    X زمرة التأثير على المجموعة      Gلتكن    مثبـت   πنقول بأن . X تجزئة ل

(stabilized) G إذا كان   
A g Aπ π∈ ⇒ ∈  

) الزمرة الجزئية    (a)  39.4 مثال )1234G } تثبت التجزئة    4S من   = } { }{ }1,3 , 2,4 
}من  }1, 2,3, 4.  

(b)  نفرض أن { }1,2,3,4X  التـي تـؤثر   4D مع مجموعة رؤوس المربـع علـى   =
)بالطريقة الاعتيادية، بالتحديد، مع      ) ( )1234 , 24r s= = .   4عندئـذD     يثبـت التجزئـة 

{ } { }{ }1,3 , 2,4.  
   (c)   لتكن X جموعة تجزئات    م{ }1, 2,3,  ـ إلى مجموعتين، كل منه    4 ا مؤلـف مـن     م

)، و   X تؤثر على    4Sعندئذ فإن   . عنصرين )( )4Ker SymS X→   هي الزمرة الجزئية 
V (31.4) المعرفة في.  
، وبالتحديد، مجموعة كل المجموعات     X تثبت دائماً التجزئات التافهة لـ       Gإن الزمرة       

}المؤلفة من عنصر واحد، و       و Xالجزئية في    }X .     عندما نثبت فقط هذه التجزئات، نقول 
، يقال  (primitive)، وفي الحالة الأخرى يكون غير ابتدائي        (primitive)بأن التأثير ابتدائي    

)بأن الزمرة الجزئية في      )Sym X)    مثلاً، فيnS (        ابتدائية  إذا أثرت بشكل ابتدائي علـى
X .  من الواضح، بأن nS          39.4 هي زمرة تأثير ابتدائية على نفسها، لكن المثالb   يبين بأن 

4D 4، تعتبر كزمرة جزئية فيSًبالطريقة المبينة، ليس ابتدائيا .  

   ثبتإذا:  إن التأثير المتعدي المضاعف يكون ابتدائيا40.4ً مثال
{ } { }{ }, ,... , ,... ... ,x x y′  

)عندئذ لن يكون هناك عنصراً يرسل  ),x x ) إلى ′ ),x y.  

إذا كان التأثير   . G التي تكون مثبتة بـ      X مدار يشكل تجزئة لـ      -G إن   41.4 ملاحظة
 بالتالي.  التجزئات التافهةىحدإ  هيكون التجزئة إلى مداراتيجب أن تابتدائياً، عندئذ  

gx ( متعد أو تافه التأثير⇐التأثير ابتدائياً إذا كان  x= لكل ,g x(  
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 بـشكل متعـدX    زمرة منتهية تؤثر على المجموعة Gاقي هذه التأثيرات، تكون    بالنسبة لب 
  .ومؤلفة من عنصرين على الأقل

 A بشكل غير ابتدائي إذا وفقط إذا وجدت مجموعة جزئيـة            Gتؤثر الزمرة     42.4 قضية
    ومؤلفة من عنصرين على الأقل بحيث يكون،Xمن

g    لكل             (18) G∈ إما ،gA A= أو gA A φ=I.  
  .A تحتوي على مجموعة مثل G المثبتة بالزمرة πإن التجزئة : ⇐. البرهان

}، يمكن أن نشكل تجزئة Aمن : ⇒ }1 2, , ,...A g A g Aلـ X المثبتة بـ ،G .  
 بالخليـة  (18) و التي تحقـق العلاقـة   X من المجموعة   A    تسمى المجموعة الجزئية    

(block).  

2A مع X خلية في A لتكن 43 .4 قضية A و ≤ X≠ . لأي عندئذx A∈ ،  
( ) ( )Stab Stabx A G⊂ ⊂≠ ≠  

)لدينا . البرهان ) ( )Stab StabA x⊃لأن   
gx x gA A gA Aφ= ⇒ ≠ ⇒ =I  

y,ليكن   A y x∈ g، يوجـد    X تؤثر بشكل متعدي على      Gبما أن   . ≠ G∈   بحيـث 
gxيكون  y= . عندئذ( )Stabg A∈ لكن ،( )Stabg x∉.  

y    لتكن  A∉ .يوجد g G∈حيث إن ب gx y= و عندئذ ،( )Stabg A∉.  

، من أجل عنـصر   إذا وفقط إذا كانتX  بشكل ابتدائي على G تؤثر الزمرة    44.4 مبرهنة
)، X من x) وبالتالي للكل(واحد  )Stab x الزمرة الجزئية الأعظمية في G.  

Aوجد الخلية ت) 42.4انظر (، عندئذX  بشكل ابتدائي على  Gإذا لم تؤثر    . البرهان X
≠
⊂ 

) نبين بأن    (43.4)والمؤلفة من عنصرين على الأقل، ومن        )Stab x     لن تكون أعظمية لأي 
x A∈ .  

   بحيث يكون Hجزئية  وزمرة X من x    العكس، بفرض أنه يوجد 
( )Stab x H G

≠≠
⊂ ⊂  

Aعندئذ أدعي بأن  Hx= خلية X   . مؤلفة من عنصرين على الأقل≠
)    لأن  )StabH x≠ ،{ }Hx x≠ ومنه ،{ }x A X

≠ ≠
⊂ ⊂.  
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g    إذا كان    H∈   عندئذ ،gA A= .    أما إذا كانg H∉   عندئذ ،gA  تكون منفـصلة 
ghxلــذلك نفــرض  : Aعــن  h x′=   لــبعض عناصــرh H′∈ عندئــذ ،

( )1 Stabh gh x H−′ ∈ 1h، ونقول بأن ⊃ gh h−′ 1g، و =′′ h h h H−′ ′′= ∈.  

  تمارين 
 مجموعـة   -Gبين بأن تطبيقات    . G زمرتين جزئيتين في الزمرة      2H و   1H لتكن   1-4

1 2G H G H→        2 تكون تطبيقات التقابل القانونية مع العناصرgH   2 منG H حيث  ب
1 إن

1 2H gH g −⊂.  

2-4 (a)   زمرة المنتهية لا يمكن أن تساوي اجتماعاً لـصفوف الترافـق  لزمـر           برهن بأن ال
  .جزئية فعلية

(b)         أعط مثالاً عن مجموعة جزئيـة فعليـة S    مـن زمـرة منتهيـة G   بحيـث يكـون 
1

g GG gsg −
∈= U.  

 عدد أولي فردي، متماثلة مع إحدى       3p  ،pلرتبة   برهن أن أي زمرة غير تبديلية من ا        3-4
  .(3.13,3.14)الزمرتين المبنيتين في 

) أصغر عدد أولي يقسم     p ليكن   4-4 ):1G) ن بأن أي زمرة جزئية فـي  ). بفرضه منتهبي
G دليلها pتكون ناظمية .  

. 2 عدد فردي، تحتوي على زمرة جزئية دليلها      2m  ،m بين بأن أي زمرة من الرتبة        5-4
  )1.21باستخدام مبرهنة كايلي ( 

) لتكن 6-4 )3 2GLG = F.  
(a)    ن بأنبي ( ):1 168G =.  
(b)  لتكن X 3 مجموعة من المستقيمات المارة من مبدأ الإحداثيات لـ

2F  ن بـأنبي ،X 
)انوني  عناصر، و أنه يوجد تشاكل متباين ق7تحوي على  ) 7SymG X S→ =.  

  (c)        استخدم أشكال جوردان القانونية لتبين بأن G      تحوي على ست صفوف ترافـق، مـع 
 حـرة   Mنلاحـظ بأنـه إذا كانـت        . [ عنصر علـى الترتيـب     24، و   1,21,42,56,24
[ ]2 module≥ −Fم  ن المرتبة واحد، عندئذ[ ] ( ) [ ]

2 2End Mα α=F F[.  
  (d) استنتج بأن Gبسيطة .  
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)إذا كان   .  زمرة G لتكن   7-4 )Aut G     دائرية، برهن بأن G  أنه، إذا كانت     تبديلية، وG 
  . دائريةGمنتهية، برهن بأن 

) مولـــدة بالعناصـــر nS  بـــين بـــأن 8-4 ) ( ) ( )12 , 13 ,..., 1n و بالعناصـــر ،
( ) ( ) ( )12 , 23 ,..., 1n n−ًأيضا .  

 فـي   H محتواة في زمرة جزئية ناظمية       Gمن زمرة منتهية     صف ترافق    K لتكن   4-9
G .   برهن أنK  اجتماع لــ k      صـف ترافـق بحجـوم متـساوية فـي H  حيـث ،

( )( ): . Gk G H C x= لأي x K∈.  

10-4 (a)   ليكن nAσ  إمـا   nS في   σ نعلم بأن صفوف الترافق لـ       9-4من التمرين   . ∋
بـين بـأن   .  أو ينهي كاجتماع  صفي ترافق لهما نفس الحجمnAتبقى صف ترافق واحد في   

 σ بــ  n تعرف تجزئـة  ⇔ لا تتبادل مع أي تبديلة فردية   σ ⇔الحالة الثانية محققة    
  .المؤلفة من أعداد صحيحة فردية مختلفة

  (b) لكل صف ترافق K 7 فيA أعط شكل ،K وحدد ،K.  

a, زمرة مع المولدات G لتكن 11-4 b 4 و العلاقات 21 ,a b aba bab= = =.  
(a) (4 pts) استخدم خوارزمية Coxeter  -Tood ) 1معH  Gلتعـرف صـورة   ) =

)بالنسبة للتشاكل    ), :1nG S n G→ اج إلـى أن    لا نحت .[1.11، المعطى بمبرهنة كايلي     =
  .]تتضمن كل الخطوات، سنعمل بشكل ملخص فقط

(b) (1.pt) استخدم Mapleلتتأكد من إجابتك .  

 ابتدائياً و فعالاً، عندئذ تـأثير أي زمـرة جزئيـة    X على G بين بأنه إذا كان تأثير     12-4
1Hناظمية    . يكون متعدياGً من ≠

13-4 (a)     4 تأكد من أنA    2 عناصر من الرتبة     3، و   3 عناصر من الرتبة     8 تحوي على .
  .6ي أي عنصر من الرتبة يحووبالتالي لا 

(b) 4 برهن بأنA6ن الرتبة  لا تحوي على زمرة جزئية م (cf. 1.29)) . 4.23استخدم.(  
(c) 4 برهن بأنA 4 هي الزمرة الجزئية الوحيدة منS 12 من الرتبة .  

  برهن أن. r زمرة مع زمرة جزئية دليلها G لتكن 14-4
(a)   إذا كانت G بسيطة، عندئذ ( ):1G يقسم !r.  
(b)   2,3 إذا كانr   . بسيطةG، عندئذ لا يمكن أن تكون 4، أو =
(c)   5مع زمرة جزئية دليلها  يوجد زمرة بسيطة غير تبديلية .  
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2nA متماثلة مع زمرة جزئية من nS برهن أن 15-4 +.  

ثنائية الجانـب لــ     إن المرافقة ال  . G زمرتين جزئيتين من الزمرة      K و   H لتكن   16-4
H و K في Gهي مجموعة من الشكل   

{ },HaK hak h H k K= ∈ ∈  
aلبعض من العناصر  G∈.  

)a(  ن بأن المرافقة الثنائية الجانب لـبيH و K في G  تشكل تجزئة للزمرة G.  
)b(   1لتكنH aKa −I    تؤثر على H K×   بالشكل ( ) ( )1 1, ,b h k hb a b ak− −= .

ــي بالـ ـ   ــأثير ه ــذا الت ــدارات ه ــأن م ــين ب ــق  ب ــات التطبي ضبط تركيب
( ), :h k hak H K HaK× →a. 

)c( )باستخدام ). مرافقات الثنائية الجانب بالصيغةيحسب عدد ال(b) ن بأنبي  

1

H K
HaK

H aKa −
=

I
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  الفصل الخامس

   تطبيقات؛مبرهنات سيلو

The Sylow Theorems; Application 

  .منتهيةفي هذا الفصل، ستكون كل الزمر 

) عدداً أولياً يقسم   p زمرة وليكن    G    لتكن   ):1G . تدعى كل زمرة جزئية منG بـ  
p-      زمرة سيلو الجزئية في G       إذا كانت رتبتها أكبر قوة للعدد p  بحيث تقـسم ( ):1G .

) زمر سيلو الجزئية لكل عدد أولي يقـسم         -p تنص مبرهنات سيلو على أنه يوجد      ):1G ،
 زمـرة  -p، وأن كل  p زمر سيلو الجزئية مترافقة بالنسبة للعدد المثبت         -pبحيث تكون   
 زمر  -pتحدد المبرهنات عدد     ، على أي حال،   كهذه محتواة في زمرة جزئية      Gجزئية في   

  .Gيلو الجزئية المحتملة في س

  مبرهنات سيلو
 التي تؤثر على المجموعة     H مداراً للزمرة الجزئية     Oإذا كان   : في البراهين، نستخدم دائماً   

X 0، و ∈x O من التطبيق 0، عندئذ,H X h hx→ aينتج التطبيق التقابل   
( )0Stab ;H x O→  

  لذلك . (7.4)انظر 
( )( )0:StabH x O=  

 يتـألف مـن     Oفإن  : p قوى لعدد أولي   O زمرة،   -H pبشكل خاص، عندما تكون     
 اجتماع منفصل مـن المـدارات،       Xبما أن   . p تقبل القسمة على     Oعنصر واحد، أو    

  :نستنتج

 مجموعة  HX، و لتكن    X زمرة تؤثر على مجموعة منتهية     -H pتكن   ل 1.5 تمهيدية
  ، عندئذH النقاط المثبتة بـ 

( )modHX X p≡  
   تؤثر على نفسها بالترافق، نجد بأن H زمرة -p التمهيدية على     عندما تطبق
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( )( ) ( ) ( ):1 :1 modZ H H p≡  
  وبالتالي

 ( )( ):1p Z H)  16.4انظر برهان.(  

إذا كـان   .  عـدداً أوليـاً  pتهيـة، ولـيكن      زمـرة من   Gلـتكن   ) 1سـيلو    (2.5 مبرهنة
( ):1rp G فإن عندئذ ،G تحوي على زمرة جزئية من الرتبة rp.  
) تقسمp أكبر قوى rp، يكفي أن نبرهن أن     (17.4)بالعودة إلى   . البرهان ):1G  و مـن ،

)الآن  فصاعداً سنفرض بأن  ):1 rG p m= حيث m لا تقبل القسمة على p.  
  لتكن

rp{X مع العناصر Gمجموعة جزئية في {  =  
   المعرف بالشكل Gمع تأثير 

( ) { }
def

, ,G X X g A gA ga a A× → = ∈a  
0لأي  0, :a A h ha H A∈ →a ًــامرا ــون غ ــزال  ( يك ــانون الاخت ــذلك )ق ، ول

( ):1 rH A p≤    المعادلة في. =
( ) ( ):1 :1≤ =r rH p ، G p m أن  ، و( ):G H      عدد العناصر في مدار A .   إذا أمكننـا

بالنسبة إلى ( عدد العناصر في مداره، عندئذ يمكن أن نستنتج بأن      p بحيث لا يقسم     Aإيجاد  
A( ،StabHمجموعة مثل A= من الرتبة rp.  

   هيX    إن عدد العناصر في 
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 ... ... 1

1 ... ... 1

r r r r r r

r r r r rr

p m p m p m p m i p m p
X

p p p i p pp

  − − − +
 = =
  − − − + 

  

riنلاحظ بأن، ولأن     p<   قوى ،p  التي تقسم rp m i−    هي قوى p  التي تقسم i . نفس
rpالحالة تكون صحيحة  من أجل   i− .الأسـفل قابلـة   لك الحدود المتقابلة في الأعلـى و لذ

  ،Xلأن المدار يشكل تجزئة لـ . X لا يقسم p، وبهذا pها لـ للقسمة على القوى نفس
  

  .p على الأقل لا يقبل القسمة على iOومنه فإن أحد 

pلـيكن    3.5 مثال p= Z ZF      الحقـل مـع ،p      عنـصر، ولـيكن ( )GLn pG = F .
nالمصفوفات من النوع     n×   في G،           وهي بدقة أكثر تلك التي تأخذ عناصر أعمدتها مـن 

nقاعدة  
pF .          لهذا، يمكن أن يكون العمود الأول أي متجه غير معدوم فيn

pF 1، يوجدnp − 

 iO مدارات مختلفة ,iX O= ∑ 
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npمنها، يمكن أن يكون العمود الثاني أي متجه لا يقع في مجال المتجه الأول، يوجـد     p− 
   تساويGلذلك، إن رتبة . كذامنها، و ه

( )( )( ) ( )2 11 ...n n n n np p p p p p p −− − − −  
) التي تقسمpوبالتالي فإن قوى  ):1G هي ( )1 2 ... 1np + + +   نعتبر المصفوفات من الشكل. −

1
0 1
0 0

0 0 1

∗ ∗ 
 ∗
 ∗
 
 
 

L
L
L

M M L M
L

  

1 من الرتبة    Uل زمرة جزئية    إنها تشك  2...n np p p−  زمرة سيلو الجزئية -p، التي تكون  −
G.  

 عـدداً أوليـاً    pإذا كان   . (13.4) تعطي المبرهنة برهاناً آخر لمبرهنة كوشي        4.5 ملاحظة
)يقسم   ):1G     سـتحوي عندئذ ،G        علـى زمـرة جزئيـة H      مـن الرتبـة p   و أي ،

, 1g H g∈   .p  من الرتبةG، هو عنصر من ≠

 rp ليظهر بشكل مباشر بأن يكون لكل قـوة       5.2 يمكن تعديل برهان المبرهنة      5.5 ملاحظة
) التي تقسم  pللعدد   ):1Gتوجد زمرة جزئية Hفي G   من الرتبـة rp .   مـرة أخـرى
)نكتب   ):1 rG p m=     و نعتبر المجموعة X        المؤلفة من جميع المجموعات الجزئية مـن 
 pهو أكبـر قـوى   X والقاسم لـ  p أكبر قوة للعدد     0rpفي هذه الحالة،    . rpالرتبة  
0 بحيث تكون رتبته لا تقبل القسمة على         X، وبالتالي يوجد مدار في      mيقسم 1rp مـن  . +
) في ذلك المدار ، يبين الحساب نفسه بأن          Aأجل   )Stab A  يحوي rp ننـصح  .  عنـصر

  .القارئ بأن يكتب التفاصيل

rG ولـتكن     زمرة منتهية،  Gلتكن  ) IIسيلو   (6.5 مبرهنة p m=  حيـث m  لا تقبـل 
  .pالقسمة على 

  (a) أي p-سيلو جزئيتين تكونان مترافقتين زمرتي  .  
(b)   ليكن ps عدد p - زمر سيلو الجزئية في G 1، عندئذmodps p≡ و ps m. 

(c)    كل p-  زمرة جزئية تكون محتواة في p-زمرة سيلو الجزئية . 

   هو G في H بأن منظم(4.8 ,4.6)نتذكر من . G زمرة جزئية في H    لتكن 
( ) { }1 ,GN H g G gHg H−= ∈ =  

)هو   G في Hو إن عدد مرافقات  )( ): GG N H.  
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إذا .  زمرة جزئية  -H p، ولتكن   G زمرة سيلو الجزئية في      -P pلتكن   7.5 تمهيدية
)، أي أن، إذا كان      P منظم   Hكان   )GH N P⊂   عندئذ ،H P⊂ .   وبشكل خاص، لا

  .Pر الزمرة غيP تنظم G زمرة سيلو جزئية في -pتوجد  
) من تان جزئيتان زمرH  وPبما أن  . البرهـان  )GN P و P ناظمية في ( )GN P ،
H زمــرة جزئيــة، و HPيكـون   H P HP PI )   لــذلك فــإن ). 1.45بتطبيـق

( ):HP P قوة للعدد p) نا نستخدم هنا حيث إنH p-لكن ) زمرة ،  
( ) ( )( ):1 : :1 ,HP HP P P=  

)و   ):1P      هي أكبر قوة لـ p   تقسم ( ):1G       وبالتالي ستكون أكبر قوة تقسم ،( ):1HP ،
)لهذا  ) 0: 1HP P p= H، و = P⊂.  

 تؤثر  G، ولتكن   G زمر سيلو الجزئية في      -p مجموعة   X لتكن   II ((a)سيلو   (برهان
   بالترافق،Xعلى 

( ) 1, :− × →ag P gPg G X X.  
  .X هو كل Oعلينا أن نبرهن بأن :  مدار-G مدارات  أحدOليكن 

P    لتكن   O∈   وليكن ،P يؤثر على Oمن خلال تأثير G . إن هذهG-  مدار واحـدة 
} مدار، إحداها ستكون   -Pمن الممكن أن تتجزأ إلى العديد من         }P .   في الحقيقـة إن هـذا

  المدار المؤلف من نقطة واحدة هو المدار الوحيد لأن
P ينظم Q ⇔ { }Q هو P-مدار   

Q تحققت فقط عندما     (7.5)حيث نعلم بأن     P= .        وبالتالي فإن عدد العناصر في كـلp- 
}باستثناء مدار  }P قابل للقسمة على p 1، و يكون لديناmodO p≡.  

P    بفرض أنه يوجد     O∉ . وليكنP يؤثر على O مرةً أخرى، لكن هذه المرة المناقشة 
 -Pستبين بأنه لا يوجد مدارات مؤلفة من نقطة واحدة، ولذلك فإن عدد العناصر فـي كـل        

، الذي يناقض مـا     p قابل للقسمة على     O#وبالتالي ينتج بأنه    . Pمدار يقبل القسمة على     
  .X هي كل O، ولذلك فإن Pلا يمكن أن يوجد كالزمرة . برهن في الفقرة الأخيرة

(b)     بما أن ps هو الآن عدد العناصر في O 1، يمكن أن نبين أيضاً بأنmodps p≡  
   عدد مرافقـات   ps، يكون   (a)بالعودة إلى   . G زمرة سيلو الجزئية في      -P p    ليكن  

Pو التي تساوي ،  

( )( ) ( )
( )( )

( )
( )( )( ) ( )( )

:1 :1
:

:1 : :1 :G
G G G

G G mG N P
N P N P P P N P P

= = =  

  .mهذا تحليل 
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    (c)   لتكن H p-     زمرة جزئية في G    و لتكن ،H     تؤثر على المجموعة X  المؤلفة 
pXلأن  .  زمرة سيلو الجزئية بالترافق    -pمن s=       لا تقبل القسمة علـى p    يجـب أن ،

 -p مدار على الأقل يتألف من       -H، أي أن، أحد     )1.5 التمهيدية( غير خالية    HXتكون  
H ينتج بأن 7.5 ومن التمهيدية P تنظمHلكن عندئذ . زمرة سيلو جزئية واحدة P⊂.  

 زمـرة سـيلو   -p زمرة سيلو الجزئية ناظمية إذا وفقط إذا كانـت  -pتكون 8.5  نتيجة 
  .الجزئية الوحيدة

 مـن  (a) ناظمية، عندئذP إذا كانت . G في P زمرة سيلو الجزئية-p لتكن  .البرهـان 
حيث  ((6.3c)الحالة المعاكسة تنتج من     .  زمرة سيلو الجزئية الوحيدة    -p  ينتج بأن  IIسيلو  

  ). مميزة أيضاPًتبين، في الحقيقة، بأن 

 زمرة سيلو جزئية لكل عدد أولي يقسم -p زمرة تحوي فقط على G بفرض أن    9.5 نتيجة
  . زمر سيلو الجزئية-p جداء مباشر لـ Gعندئذ فإن . رتبتها

,...,1لتكن  . البرهان kP P       زمر سيلو الجزئية فيG  ولتكن ،ir
i iP p= ،ip أعداد أولية 

1، يكون الجداء G تكون ناظمية في   iPلأن كل من    . مختلفة ... kP Pرة جزئية ناظميـة   زم
1 بأنها من الرتبة     kسنبرهن بالاستقراء على    . Gفي  

1 ... krr
kp p .   1إذا كانk ، عندها  =

2kلا يوجد شيء لبرهانه، ولذلك يمكن أن نفرض بأن           1 و أن      ≤ 1... kP P  مـن الرتبـة   −
11

1 1... krr
kp p −

− .  1عندئذ 1... 1− =Ik kP P P بأن (50.1)، لذلك تبين ( )1 1... k kP P P−  هـو 
1جداء مباشر للزمرتين     1... kP P 1ن الرتبـة    ، وبالتالي فهي م   kP و   −

1 ... krr
kp p .  بتطبيـق

 هـي جـداؤها   G يتبين بـأن    G على كامل مجموعة زمر سيلو الجزئية في         (51.1)الآن  
  .المباشر

) لتكن   10.5 مثال )GLG V=   حيث V ء متجهي من البعد      فضاn    علـى pF .  يوجـد
 هو متتالية V فيF(full flag)إن المعلم التام . Gوصف هندسي لزمر سيلو الجزئية في 

  يةمن الفضاءات الجزئ
{ }1 1... ... 0n n iV V V V V−= ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃  

)حيث   )dim iV i= .    بإعطاء مثل المعلمF لتكن ،( )U F    مجموعـة كـل التطبيقـات 
V:الخطية  Vα   حيث إن ب→

(a)    ( )i iV Vα   ، وi لكل ⊃
(b)    1 التشاكلات الذاتية علىi iV V   .α تنتج التطبيق المحايد بالنسبة لـ −
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)أدعي بأن    )U F p-      زمرة سيلو الجزئية في G .      يمكن أن نبني القاعـدة{ }1,..., ne e 
} بحيث   Vلـ   }1e   1 قاعدةV  ،{ }1 2,e e   2 قاعدةV بالنـسبة لهـذه القواعـد، إن     . ، وهكذا

) مصفوفات عناصر )U F هي بالضبط عناصر الزمرة U (5.3) في.  

)    لتكن   )GLng ∈ F .{ }1, ,...
def

n ngF gV gV   لـيكن   هو معلـم تـام أيـضاً، و          =−
( ) ( ) 1. .U gF g U F g  زمر سيلو الجزئية فـي      -p، نرى بأن    II في سيلو    (a)من  . =−

G . هي وبدقة زمر من الشكل( )U Fٍمن المعلم التام  لبعض F .  

لقد اعتمدت على الترقيمات الأصلية     .  لزمر سيلو   تستخدم بعض الكتب ترقيمات مختلفة     11.5
  . بشكل أساسي)1872سيلو (

  التقريبات البديلة لمبرهنات سيلو 
  .أننا برهنا على مبرهنات سيلوبننسى 
ة لكل زمرة جزئي  . G زمر سيلو الجزئية في      -P p زمرة، ولتكن  Gلتكن   12.5 مبرهنة

H في G يوجد ،a G∈ 1 بحيث يكونH a Pa −I  p- زمر سيلو الجزئية في H.  
 عبارة عن اجتماع منفصل لمرافقات ثنائيـة      Gبأن  ) 16-4من التمرين   (نتذكر من   . البرهان

  ولذلك. P و Hالجانب لـ 

1a a a

H P
G H P

H a Pa −
= =∑ ∑

I
  

 Pبالقسمة علـى    . بحيث يكون المجموع على مجموعة ممثلات المرافقات الثنائية الجانب        
  نجد بأن

1a

G H
P H a Pa −

= ∑
I

  

) بحيث يكون    aو لذلك يوجد     )1:H H a Pa −I       لا تقبل القسمة علـى p .    مـن أجـل
1H، تكون   aعنصر مثل  a Pa −I p- زمرة سيلو الجزئية في G.  

 مغمورة في   nS، و   nS مغمورة في    G، تكون   (21.1)من مبرهنة كايلي    ) Iسيلو   (برهان
( )GLn pF )  كما أن   ). 1.7انظر( )GLn pF    يحوي على p-     انظر ( زمرة سيلو الجزئية

  .G، و كذلك أيضاً )5.3
P، ولتكن   G في    زمرة سيلو الجزئية   -P pلتكن) II(a,c)سيلو   (برهان ′ p-   زمـرة 

P عندئذG سيلو الجزئية الوحيدة في  P زمرة سيلو الوحيدة من -p تكون ′ ، ولذلك فإن ′
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1aPaالمبرهنة تبين بأن     P− Hحيث  a لبعض   ⊂′ P  من سيلو   (c) و   (a)وهذا ينتج   . =′
II.  

  أمثلة
  .نطبق ما تعلمناه لنحصل على معلومات جديدة عن الزمر برتب مختلفة

 Gمن مبرهنات سيلو نـستنتج بـأن   . 99 من الرتبة Gلتكن ) 99بة الزمر من الرت  (13.5

11، و فـي الحقيقـة       11 على الأقل من الرتبة      Hتحوي على زمرة جزئية واحدة      
99
11

s و 

11 1mod11s 11و بالتالي فـإن       . ≡ 1s 9بـشكل مـشابه،       .  ناظميـة  H، و = 11s  و 
9 1mod3s  متماثلـة  Gوبالتالي فإن .  زمرة سيلو الجزئية تكون أيضاً ناظمية-3، ومنه  ≡

، (18.4)، والتي كل منهما تبديليـة  (9.5) زمر سيلو الجزئية لها -pداء المباشر لـ  مع الج 
  . تبديليةGومنه فإن 

 تكـون   G فـي    N زمرة سيلو الجزئيـة      -11نثبت كما سبق بأن       .     هنا برهان بديل  
G عبارة عن تطبيقات تقابل على       Q زمرة سيلو الجزئية     -3إن    . ناظمية N    و بالتـالي ،

G N Q= )لكـن   . افق بالتر N على   Qبقي أن نحدد تأثير     . × )Aut N     دائريـة مـن 
)، و بهذا يوجد تشاكل تافه واحد فقط         )3.4نظر  ا (10الرتبة   )AutQ N→ .  وبالتالي فإن

G جداء مباشر لـ N و Q.  

p  أعداد أولية،     pq  ،p  ،q من الرتب    الزمر  (14.5 q< (   لتكن الزمرةG    و لـتكن ،
P   و Q p-      زمر سيلو الجزئية و q-   زمر سيلو الجزئية  ..  عندئذ( ):G Q p=  الذي 

)يكون أصغر عدد أولي يقسم       ):1G   فإن  ) 4-4انظر التمرين   (، ومنهQ لأن  .  ناظميةP 
Gتطبيق تقابل على  Qويكون لدينا ،  

,θ= ×G Q P  
  . بالترافقQ على Pوبقي أن نحدد تأثير 

)    إن الزمرة    )Aut Q     1 دائرية من الرتبةq 1p، ومنه، باستثناء    )3.4انظر   (− q − ،
G Q P= ×.  
1p    إذا كان    q )، عندئذ فإن   − )Aut Q) تحوي على زمرة جزئية وحيدة ) كونها دائرية

P Pفي الحقيقة تتألف . p من الرتبة ′    من التطبيقات ′
{ }, 1i px x i q i∈ =a Z Z  
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 Q علـى  a على الترتيب، وبفرض أن تـأثير  Q و   P مولدات للزمرتين    b و   aلتكن  
0بالترافق هو   

0, 1ix x i ≠a)   فيqZ Z .(    فإن لـلزمرة عندئذG   المولدات a   و b 
  العلاقات و

01, , ip qa b aba b− =.  
، وبالتالي يعطي زمرة متماثلة     P لـ   a مختلف يتوافق مع اختيار مولد مختلف        0iباختيار  

  .Gمع
1q لا تقسم    pإذا كان   :     والخلاصة  هـي   pq، عندئذ فإن الزمرة الوحيدة من الرتبة        −

1p، إذا كان    pqCالزمرة الدائرية      q مرة غيـر تبديليـة تعطـى       ، عندئذ توجد أيضاً ز    −
  .بالمولدات والعلاقات كما سبق

  عندئذ. 30 زمرة من الرتبة Gلتكن ) 30الزمر من الرتبة  (15.5
3 1, 4,7,10,...s   ،10 وتقسم =
5 1,6,11,...s  .6 وتقسم =

3وبالتالي  1s 5، و 10 أو = 1s  على الأقل، ومن 1في الحقيقة، أحدها يساوي . 6 أو =
، والذي 5 عنصراً من الرتبة 24 و  3 عنصراًً من الرتبة 20جهة أخرى نكون قد أوجدنا 

 تكون Q زمرة سيلو الجزئية – 5 أو  P زمرة سيلو الجزئية – 3لذلك، . يكون مستحيلاً
Hناظمية، ومنه  PQ= زمرة جزئية في G . 5 لا يقسم 3لأن 1 4−  (5.14)، تبين  =

3 تبديلية، Hبأن  5H C C≈   وبالتالي. ×
( )3 5 2 ,G C C Cθ= × ×  

)وبقي أن نحدد التشاكلات المحتملة    )2 3 5: AutC C Cθ →  يكـون  θلكـن التـشاكل   . ×
 مـن   اً، والذي يجب أن يكون عنصر     2Cمحدداً بصورة العنصر الذي لا يساوي المحايد في         

,لتكن . 2الرتبة  ,a b c 3 تولد 5 2, ,C C C . عندئذ  
( ) ( ) ( )3 5 3 5Aut Aut Aut ,C C C C× = ×  

)و عناصر    )3Aut C   و ( )5Aut C    1 هي فقط    2 من الرتبةa a −a   1 وb b −a . لهذا
)، و θ تشاكلات 4 يوجد بالضبط  )cθ ةالآتي هو أحد العناصر:  

11

1 1

a aa a a aa a

b b b b b b b b

−−

− −

    
   
      

aa aa

a a a a
.  

مولدة بــ   a( ،5)مولدة بـ  (3، 30و الزمر المقابلة لهذه التشاكلات لها مراكز من الرتبة         
b(   علينا أن نبين بأنه     . ر متماثلة لى الترتيب، وبالتالي تكون غي     ع 1، و)  تحت سقف التماثل (
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,مثلاً، الزمرة الثالثة في قائمتنا لها المولدات        . 30 زمر من الرتبة     4يوجد بالضبط    ,a b c  و 
  العلاقات

3 5 2 1 1 1, , , , ,a b c ab ba cac a cbc b− − −= = =  

 زمـرة سـيلو   P -3، ولـتكن  12 زمرة من الرتبة    Gلتكن  ) 12الزمر من الرتبة     (16.5
 على زمرة جزئية ناظمية غير تافهة       P ناظمية، عندئذ لا تحوي      Pإذا كانت     . الجزئية لها 

  ) التأثير على المرافقات اليسارية،4.2(ومنه التطبيق ، Gفي 
( ) 4: SymG G P Sϕ → ≈  
 G نرى بأن    IIمن سيلو   . 12 من الرتبة    4Sمتباين، وصورته عبارة عن زمرة جزئية من        

 عناصر من الرتبة    8بالضبط على    زمرة سيلو الجزئية، وبالتالي تحوي       3- من   4تحوي على   
نظر إلى الجـدول فـي   ا (4A محتواة في 3 التي تكون من الرتبة   4Sلكن جميع عناصر    . 3

)، ومنه فإن   )4.31 )Gϕ 4 تتقاطع معAعناصـر 8ى الأقل على  بزمرة جزئية تحوي عل  .
)من مبرهنة لاغرانج نجد  ) 4G Aϕ 4G، ومنه = A≈.  

Gعندئذ  .  ناظمية P    نفرض الآن بأن     P Q= إذا .  زمرة سيلو الجزئية   -Q 4 حيث   ×
ــ ــة  Qت كان ــن الرتب ــة م ــه   4 دائري ــر تاف ــد غي ــق وحي ــد تطبي ــذ يوج ، عندئ

( ) ( )( )4 2AutQ C P C= → ، وبالتالي نحصل علـى زمـرة غيـر تبديليـة وحيـدة             =
3 4C C× . ــان 2إذا ك 2Q C C= ــاً  × ــد تمام ــة   3، يوج ــر تافه ــشاكلات غي  ت

( ): AutQ Pθ 3 من الزمر الناتجـة تكـون متماثلـة مـع            ، لكن ثلاثاً  → 2S C×   بــ 
2 KerC θ=) .      التشاكلات تختلف بالتماثلات الذاتية لـQ     ًوبالتالي يمكن أن نطبق أيـضا ،

  ).17.3التمهيدية 
  . و زمرتان تبديليتان12 زمر غير تبديلية من الرتبة 3جد     وبالتالي، تو

 عـدد أولـي فـردي،       3p  ،p زمرة من الرتبـة      Gلتكن  ) 3pالزمر من الرتبة     (17.5
 تحوي على زمرة جزئيـة ناظميـة       G بأن   (17.4)نعلم من   .  غير تبديلية  Gولنفرض بأن   

N 2 من الرتبةp.  
p، عندئذ  )1دا  ما ع  (p من الرتبة    G    إذا كان كل عنصر في       pN C C≈  و يوجـد  ×

} بحيث يكون p من الرتبة G في Qزمرة جزئية  }1Q N =I .بالتالي  
G N Qθ= ×  

Q:بالنسبة لـبعض التـشاكلات       Nθ )إن رتبـة    . → ) ( )2Aut GL pN ≈ F   تـساوي 
( )( )2 21p p p−  زمر سيلو الجزئية فيها مـن الرتبـة         -p، وبالتالي فإن    )3.5انظر   (−
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p .      نرى بأنه يوجد بالضبط زمـرة  18.3ة  من مبرهنات سيلو، تكون مترافقة، ومن التمهيدي 
  .غير تبديلية واحدة في هذه الحالة

 زمـرة جزئيـة مولـدة       N، ولتكن   2p تحوي على عنصر من الرتبة       G    بفرض أن   
)، لأن   aبعنصر مثل    ):G N p=   عـدد أولـي يقـسم      ) والوحيد( أصغر( ):1G ،N 
 ولا  p تحوي على عنصر من الرتبة       Gنبين فيما بعد بأن     ). 4-4التمرين   (Gناظمية في   
  .Nينتمي إلى 

)    نعلم بأن    ) 1Z G ) غير تبديلية،    G، ولأن   ≠ )G Z G    لذلك . (4.19) ليست دائرية
( )( ):1Z G p= و ( ) p pG Z G C C≈ ــا . × ــشكل خ ــل  ب ــه لك ــرى بأن ص، ن

( ), px G x Z G∈ )لأن  . ∋ )G Z G         تبديلية، يكون المبادل لأي زوج من عناصر G 
)ينتمي إلى  )Z Gو بتطبيق الفرض الاستقرائي البسيط نرى بأن ،  

( ) [ ]
( )1

2, , 1
n n

n n nxy x y y x n
−

= ≥  

) يكون   لذلك )p p pxy x y=   ومنه ،:px x G G→a   صورته محتواة فـي    .  تشاكل
( )Z G   2، وبالتالي فإن نواته من الرتبةpبمـا أن  .  على الأقلN    تحتـوي فقـط علـى 

1p بالتـالي  .N خارج   p من الرتبة    b، نرى بأنه يوجد عنصر      p عنصر من الرتبة     −
2θ θ= × ≈ × pp

G a b C C  بأن التـشاكلات غيـر   (3.18)، وبقي أن نبرهن بملاحظة 

)التافهة   )2 1p p pp
C Aut C C C −→ ≈   . تعطي زمراً متماثلة×

 هي تلك الزمـر  3p    لهذا، تحت سقف التماثل، إن الزمر غير التبديلية الوحيدة من الرتبة            
  .(14.3 ,13.3)في 

2الزمر من الرتب     (18.5 np   ، 4 np   8، و np  ،p لتكن  ) ردي فG     زمرة من الرتبـة 
2m np  ،1 3m≤ ≤،p ،1 عدد أولي فردي n≤ .ن سنرى بأG لـتكن  .  ليست بـسيطة

P p- زمرة سيلو الجزئية ولتكن ( )GN N P= ومنه ،( ):ps G N= .  
2، نرى بأن    II    من سيلو    , 1, 1, 2 1,...m

p ps s p p= + 1psإذا كان    . + ، تكـون   =
Pنذا لم يكن كذلك، عندها توجد حالتاإ.  ناظمية:  

(i)    4ps 3p و =    أو =
(ii)    8ps 7p و = =.  
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 ١٦ زمر سـيلو الجزئيـة    -3 على مجموعة    Gولى، التأثير بالترافق للزمرة         في الحالة الأ  
4Gتعرف التشاكل    S→      الذي ، إذا كانت ،G     ـ  لـذلك  . اً بسيطة، يجـب أن يكـون متباين

( ):1 4!G   1، ومنهn )، لدينا   = ):1 2 3mG  زمر سـيلو الجزئيـة      -2الآن إن دليل    . =
3G، ومنه نحصل على التشاكل      3يساوي   S→ .       نواته عبارة عن زمرة جزئية ناظمية غير

  .Gتافهة في 
)بين بـأن        في الحالة الثانية، النقاش نفسه ي      ):1 8!G    1، وبالتـاليn لهـذا  . أيـضاً =

( ):1 56G 7 و   = 8s ، وبالتـالي   7 من الرتبـة     اً عنصر 48 تحوي على    Gلذلك فإن   . =
  .واحدة فقط، والتي تكون ناظمية زمرة سيلو الجزئية -2يمكن أن توجد 

pن،   عددان أوليا  rpq  ،p  ،q    نلاحظ أن الزمر من الرتب       q<    ليست بـسيطة، لأن 
 5Aلتفحص هذه الحالات نبين بـأن       . سيلو الجزئية ناظمية   زمر   -p يبين بأن    4-4التمرين  

  .أصغر زمرة بسيطة غير دائرية

 Gسـنبين الآن بـأن      . 60 زمرة بسيطة من الرتبة      Gلتكن  ) 60لزمر من الرتبة    ا (19.5
  .5Aمتماثلة مع 

2 بسيطة،   G    نلاحظ بأن، ولأن     3,5s  زمرة سيلو الجزئية    -P  2 إذا كانت    15. أو   =
)و  )GN N P= عندئذ ،( )2 :s G N=.  

2    الحالة   3s ) تكون غير ممكنة، لأن نواة       = )SymG G N→    ستكون زمرة جزئية 
  .Gغير تافهة في 
2   في الحالة    5s )، نحصل على تطبيق الاحتـواء       = ) 5SymG G N S→ ، حيـث   =

5n نرى بأن، لكل (36.4)، لكن من 5S في  2 كزمرة جزئية دليلها     Gنعتبر   ≥ ،nA هي 
  .nS في 2الزمرة الجزئية الوحيدة التي دليلها 

2    في الحالة    15s 2باستخدام  (لنقاش ذاته   ، ا = 6s  -2نرى بأنه توجد زمرتان مـن       ) =
 للزمـرة    Nإن المـنظم    . 2 تتقاطعان بزمرة مـن الرتبـة        Q و   Pزمرة سيلو الجزئية    

P QI حتوي على    تP   و Q       فـي الحالـة    . 60، أو   20،  12، وبالتالي فهو من الرتبـة
5Gالأولى، النقاش السابق يبين بأن  A≈ و الحالات المتبقية تناقض ببساطة لـ ،G.  

  
  تمارين

                                                
)بشكل مكافئ، التطبيق العادي  16 )SymG G N→.  
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 الأكثر   عنصر على  nبـ  ) ة تبديلي  أن تكون  ليست بالضرورة (أن كل زمرة منتهية      بين   1-5
  . يجب أن تكون دائريةn لكل n تقسم رتبة ومن
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  الفصل السادس

  ر القابلة للحل وعديمة القوى الزمحت الناظمية؛المتسلسلات ت

Subnormal Series; Solvable and Nilpotent Groups  

   (Subnormal Series) المتسلسلات تحت الناظمية
  تسمى المتسلسلة من الزمر الجزئية.  زمرةGلتكن 

{ }0 1 1... ... 1i i nG G G G G G+= ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ =  
1iG ناظمية  فـي  iG إذا كانت (Subnormal Series)متسلسلة تحت ناظمية  ، i لكـل  −

يقـال  . i١٧ لكل G ناظمية في iG إذا كانت (normal Series)وتسمى متسلسلة ناظمية 
1i إذا كانت كل الاحتـوءات  (without repetition)بأن المتسلسلة غير تكرارية  iG G− ⊃ 

1iأي أن، . (فعلية iG G−  نـدعو زمـر القـسمة    .  طول المتسلـسلة nعندئذ ندعو ). ≠

(quotient groups) أو(factor groups) 1i iG G−بزمر القسمة للمتسلسلة .  
 إذا لـم  (composition Series)    يقال عن المتسلسلة تحت الناظمية أنها متسلسلة تركيبية 

وبكلمات أخرى،  . تحو على متسلسلة مكررة والتي تكون بدورها متسلسلة تحت ناظمية أيضاً          
1iG أعظمية بين الزمر الجزئية الناظمية الفعلية      iGتكون متسلسلة تركيبية إذا كانت        لكـل  −

i .               لهذا تكون المتسلسلة تحت الناظمية متسلسلة تركيبية إذا وفقط إذا كانت كل زمرة قـسمة
 توجـد متسلـسلة   Gية في  من الواضح ، أنه لكل زمرة جزئية منته       . لها بسيطة وغير تافهة   

، ومن ثـم نختـار   G لتكون زمرة جزئية أعظمية فعلية في 1Gنختار ): عادة كثير(تركيبية  
2G        1 لتكون زمرة جزئية أعظمية فعلية فيG يمكن أن تكون زمرة غير منتهيـة أو  .. ، الخ

  . لا يمكن أن تحوي على متسلسلة تركيبية منتهية
      نحصل من المتسلسلة تحت الناظمية 

{ }0 1 1... ... 1i i nG G G G G G+= => > > > > >  
  على متتالية من المتتاليات التامة

                                                
حی ث كتبن ا   " سل سلة لا متغی رة  "و " سل سلة تح ت ناظمی ة   "حیث كتبن ا  " متسلسلة ناظمیة"ن یكتبون  بعض المؤلفی  17
  ".سلسلة ناظمیة"
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 ١٠٤

1 2 1 2

1 2 2 1

1 0 0 1

1 1

1 1

...

1 1

n n n n

n n n n

G G G G

G G G G

G G G G

− − − −

− − − −

→ → → →

→ → → →

→ → → →

  

0تبنى وحتى زمر القسمة        Gلذلك فإن  1 1 2 1, ,..., nG G G G G بتشكيل تمديـدات بـشكل     −
  بشكل خاص، . متتالي

. بما أن لكل زمرة منتهية متسلسلة تركيبية، يمكن أن نعتبرها كأنها تبنى خارج زمر بـسيطة               
الموضوع الرئيسي لهذه الفقرة، نقول بأن هـذه الزمـر         والتي هي    هولدر،   -مبرهنة جوردان 

  ).بةتحت سقف التماثل والرت( التركيبية ة مستقلة عن المتسلسلةالبسيط
ــرة    ــان للزمـ ــه إذا كـ ــظ بأنـ ــة  G    نلاحـ ــت ناظميـ ــسلة تحـ  متسلـ

{ }0 1 ... 1nG G G G= => > > عندئذ ،  
( ) ( ) ( )1 1 1 1:1 : :1i n i i i n i iG G G G G≤ ≤ − ≤ ≤ −= =∏ ∏  

   المتسلسلة التركيبية 3Sللزمرة التناظرية (a)  1.6 مثال
3 3 1S A> >  

  .3C و 2Cمع زمر القسمة 
(b)     4 للزمرة التناظريةSالمتسلسلة التركيبية   

( )( )4 4 13 24 1,S A V> > > >  
2حيث   2V C C≈ وزمـر  ). 31.4انظر   (4A في   2 وتتألف من كل العناصر من الرتبة        ×

2القسمة هي  3 2 2, , ,C C C C.  
    (c)  أي معلم تام في p

nF ،pطولها .  عدد أولي، هو متسلسلة تركيبيةn وزمر القسمة ،
,لها هي  ,...,p p pC C C.  

    (d)     نأخذ الزمرة الدائرية mC a= .     1من أجل أي تحليل... rm p p=   لـ m   إلـى 
  سلسلة التركيبية، توجد المت)ليس من الضروري أن تكون مختلفة(جداء أعداد أولية 

1 1 2

...m m m
p p p

C C C> > > 

  
1 1 2p p pa a a  

، وزمر القسمة هي rالطول يساوي 
1 2
, ,...,

rp p pC C C.  
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 ١٠٥

    (e)    بفرض أن G      ،1 جداء مباشر لزمر بسيطة ... rG H H= ×  عندئذ يكون للزمرة   .×
G المتسلسلة التركيبية   

2 3... ... ...r rG H H H H× × × ×> > >  
1 مع زمر القسمة     rمن الطول    2, ,..., rH H H .      نلاحظ بأنه لأي تبديلـةπ   للمجموعـة 

{ }1, 2,..., r توجد متسلسلة تركيبية أخرى مع زمر القسمة ،( ) ( ) ( )1 2, ,..., rH H Hπ π π.  
    (f)     5 بأنه لأجل    (36.4) لقد رأينا فيn  هـي   nS، إن الزمر الجزئية الناظمية فـي        ≤

nS   و nA   و { }وبالتالي .  بسيطةnA أن (32.4)، وفي   1{ }1n nS A>  هي المتسلسلة <
  .nSالتركيبية الوحيدة لـ 

  إذا كانت .  زمرة منتهيةG لتكن (Jordan - Holder))  هولدر-جوردان ((2.6) مبرهنة
{ }

{ }

0 1

0 2

... 1

... 1

s

t

G G G G

G H H H

= =

= =

> > >

> > >
  

s، عندئذG   سلسلتين تركيبيتين للزمرة     t=     و يوجد تبديلة π    للمجموعـة { }1, 2,..., r ،
)بحيث يكون  ) ( )1 1. i i i iG G H Hπ π+ +≈18 

  .Gنستخدم الاستقراء على رتبة . البرهان
I :1    الحالة   1H G= .        1في هذه الحالة، لدينا سلسلتان تركيبيتان للزمرةG    والتي يمكـن ،

  .أن نطبق عليها الفرض الاستقرائي
II  :1    الحالة   1H G≠ .   1بما أنG  1 وH   زمرتان جزئيتان ناظميتـان فـي G  فـإن ،

1 1G H      زمرة جزئية ناظمية في G .   1و بشكل خاص تحوي كـل مـنG 1 وH  اللتـين ،
1، و منه Gن في تكونان أعظميتي 1G H G= .لذلك  

1 1 1 1 1 1 1G G G H G H G H=  I)           1.45انظر.(  
1بشكل مشابه    1 11G H G G H I .  2لتكن 1 1K G H= I   2، عندئذK    زمرة جزئيـة 

  ، و1H و 1Gناظمية أعظمية في كل من 
(19)                      1 1 2 1 1 2,G G H K G H G K                          

  نختار المتسلسلة التركيبية
2 3 ...> > > uK K K  

  يكون لدينا الشكل 

                                                
   .بين جوردان بأن زمر القسمة المتقابلة لها نفس الرتبة، وبين هولدر بأنها متماثلة 18
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 ١٠٦

1 2

2

1 2

...

...

...

s

u

t

G G G

G K K

H H H

> > >

> >

> > >

  

   و على متسلسلاتها التركيبية في المخطط، نجد  1H و 1Gبتطبيق الفرض الاستقرائي على 
( ) { }

{ }
{ }
{ }
{ }

( )

1 2 1 1 2 2 3

1 1 2 2 3

1 2 1 2 3

1 1 2 2 3

1 1 2 2 3

1 2

... , , , ...

, , , ...

, , , ...

, , , ...

, , ,...

...

G G G G G G G G G

G G G K K K

H K G H K K

G H H K K K

G H H H H H

G H H

=

=

> > >









> > >

   

 ينتج بأن تحليل العدد الـصحيح  mCهذه المبرهنة على الزمرة الدائرية   نلاحظ بأنه إذا طبقت     
  .إلى جداء أعداد أولية يكون وحيداً

حتى أنه يوجد زمـر  (ها التركيبية منتهية  توجد زمر غير منتهية تكون متسلسلات      3.6 ملاحظة
)لمثل هذه الزمرة، لتكن     ). بسيطة غير منتهية   )d G      أصغر طول للمتسلـسلات التركيبيـة  .

 هولدر تتوسع لتبين بأن كـل المتسلـسلات التركيبيـة لهـا             –عندئذ ولأن مبرهنة جوردان     
)الطول )d Gتحوي على زمر قسمة متماثلة و.  

) يصلح البرهان نفسه عدا أنه عليك استخدام الاستقراء على           )d G    بدلاً من G برهـان   و
 تركيبية منتهيـة    متسلسلة تركيبية منتهية ولها أيضاً      زمرة مع متسلسلة   بأنها زمرة جزئية من   

  ).6-1التمرين (
  .(composition factor)تسمى أحياناً زمر القسمة للمتسلسلات التركيبية بالعوامل التركيبية 

   (Solvable groups)ة للحل الزمر القابل
إن المتسلسلات تحت الناظمية والتي تكون فيها زمر القسمة تبديلية تسمى بالمتسلسلات القابلة             

 إذا حـوت  (soluble) أو (solvable)وتكون الزمرة قابلة للحل . (solvable series)للحل 
 ـ        . على متسلسلة قابلة للحل    ة للحـل إذا أمكـن     وبشكل آخر، يمكن أن نقول بأن الزمـرة قابل

تكون الزمرة التبديلية بـسيطة     : وبما أن . الحصول عليها بتشكيل تمديدات متتالية لزمر تبديلية      
للحل إذا وفقـط     قابلة   Gإذا وفقط إذا كانت دائرية رتبتها عدد أولي، نرى بأنه تكون الزمرة             

  )التعريف (
)  الاستقراء (
  )(19)بتطبيق(

  )من الرتبة (
  )الاستقراء(

             )التعريف (

 زمر القسمة
 

 زمر القسمة
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 ١٠٧

لة تركيبية وكل زمر القسمة فيها هي زمر دائرية       متسلس) وبالتالي لكل واحدة  (إذا كان لإحداها    
  .رتبتها عدد أولي

لقد بينت النتائج في الفصل و.  للحل، كذلك كل زمرة ديهيدرال         كل زمرة تبديلية تكون قابلة    
وبالعكس، زمرة غير تبديلية بسيطة،     .  تكون قابلة للحل   60< الخامس أن كل زمرة من رتبة       

5n لكل nAمثلاً، إن    .، لن تكون زمرة قابلة للحل≤

كل زمرة منتهية رتبتها عدد فـردي  (Feit – Thompson) ) مبسون ط-فيت  (4.6 مبرهنة
  .19 تكون قابلة للحل

 طومبـسون   –فيت  ( للرياضيات   Pacificيشغل البرهان الإصدارات الكاملة لمجلة      . البرهان
1963.(  
لذلك فهي  ة منتهية  تكون من رتبة زوجية، و       لمات أخرى، كل زمرة بسيطة غير تبديلي          بك

إن هذه المبرهنة تلعب دوراً في تصنيف الزمـر البـسيطة           . 2تحوي على عنصر من الرتبة      
  .p49المنتهية، انظر 

) نأخذ الزمر الجزئية     5.6 مثال ){ }0B ∗ ∗= ) و   ∗ ){ }1
0 1U ) من الزمرة    =∗ )2GL F ،

، و B زمـــرة جزئيـــة ناظميـــة فـــي Uعندئـــذ تكـــون . لحقـــل مـــا
( ), ,B U F F U F× ×× +  . وبالتالي فإنBقابلة للحل .  

  .ة قسمة لزمرة قابلة للحل هي زمرة قابلة للحل كل زمرة جزئية من زمر(a) 6.6 قضية
    (b)إن تمديد الزمر القابلة للحل هو زمرة قابلة للحل .   

                                                
  (p379 ,1897):كتب برنسايد  19

و التحـري   . دي تكون في الوقت الحاضر معروفة حتى تتواجد                  لا توجد زمر بسيطة رتبتها عدد فر      
  لوجود أو عدم وجود

           مثل هذه الزمر سيقودنا بشكل أكيد، مهما تكن الاحتواءات، إلى نتائج في غاية من الأهمية، يمكن أن                
  ننصح القارئ بأنه

ث تحوي رتبها على أقل مـن ثـلاث         أيضاً، لا توجد زمر بسيطة معلومة بحي      .           يستحق تركيز انتباهه  
  . ... أعداد أولية مختلفة

 عدم وجود نمط معين لزمرة بسيطة من رتبة .Suzuki,Mتطور هام في المسألة الأولى لم تحل إلا في المرجع 
على أي حال، حلت المسألة الثانبة من قبل برنسايد نفسه، الذي برهن باستخدام المميزات أن أي . 1957منتهية، 
انظر ألبيرن وبيل (ولية مختلفة هي زمر قابلة للحل أ على أقل من ثلاث أعداد تحوي رتبهازمرة 

1955,p182.( 
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 ١٠٨

1 لتكن   (a). البرهان ... nG G G> >  زمرة  H، ولتكن   G متسلسلة قابلة للحل للزمرة      <
  إن التشاكل. Gجزئية من 

1 1:i i i ix xG H G G G+ +→a I  
)نواته   ) 1 1i i iH G G H G+ +=I I I   1، لذلكiH G +I         زمـرة جزئيـة ناظميـة فـي 

iH GI  1 و زمر القسمةi iH G H G +I I1 إلى اً متبايناً تشكل تطبيقi iG G ، التـي  +
 نكون قد بينا بأن . تكون تبديلية

1 ... nH H G H G> I > > I  
  .Hمتسلسلة قابلة للحل للزمرة 

  عندئذG .  في iGرة  صوiG، وليكن G زمرة القسمة للزمرة Gلتكن 
{ }1 ... 1nG G G => > >  

  .Gمتسلسلة قابلة للحل في 
    (b)   لتكن N      زمرة جزئية ناظمية في G   ولتكن ،G G N= .     علينا أن نبين بأنه إذا

  لتكن.  أيضاً زمرة قابلة للحلGن للحل، فإن  قابلتيG و Nكانت 
{ }

{ }
1

1

... 1

... 1

n

m

G G G

N N N

=

=

> > >

> > >
  

عندئذG .  في iG الصورة العكسية لـ iG، و لتكن N و   Gن قابلتين للحل لـ     تسلسلتيم
1 1i i iG G G G+ +)  و لذلك )47.1انظر ،  

( )1 1... ...n mG G G N N N=> > > > > >  
  .Gفي هي متسلسلة قابلة للحل 

  . زمرة منتهية تكون قابلة للحل-p كل 7.6 نتيجة

، يكـون   (4.16)بـالعودة إلـى     . Gنستخدم الاسـتقراء علـى رتبـة الزمـرة          . البرهان
)المركز )Z G   للزمرة G  ومن الفرض الاستقرائي ينتج بأن       غير تافه ،( )G Z G  قابلـة 
)لأن . للحل )Z G تبديلية، ويبين (b) في القضية بأن Gقابلة للحل .  

x,العنصرين نتذكر بأن مبادل .  زمرةG    لتكن  y G∈ هو   
[ ] ( ) 11 1,x y xyx y xy yx −− −= =  

  لذلك 
[ ], 1 ,x y xy yx= ⇔ = 

  .1 تبديلية إذا وفقط إذا كان كل مبادل يساوي Gوتكون 
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 ١٠٩

 و أي معلـم تـام   K علـى الحقـل   Vلأي فـضاء متجهـي ذو بعـد منتـه            8.6 مثال
{ }1, ,...n nF V V   ، تكون الزمرة V في =−

( ) ( ) ( ){ }Aut ,j jB F V V V jα α= ∈ ⊂ ∀  
  .قابلة للحل

)لتكن   )U F      5.10 الزمرة المعرفة في المثال .    عندئذ( ) ( )B F U F يلية، و، عندما    تبد
= pK F  ،( )U F تكون p- هذا يبرهن بأن    .  زمرة( )B F         قابلـة للحـل فـي حالـة 
= pK F             0، وفي الحالة العامة تعرف واحدة منهـا الزمـر الجزئيـة 1 ...B B⊃  فـي   ⊂
( )B F مع   

( ) ( ){ },α α −= ∈ ⊂ ∀i j j iB B F V V j  

1iB يقع في iBو نلاحظ بأن مبادل عنصرين في  +.  
G:    لأي تشاكل  Hϕ →  

[ ]( ) ( ) ( ) ( )1 1, , ,x y xyx y x yϕ ϕ ϕ ϕ− −  = =    
x, ينقل مبادل العنصرين     ϕأي أن،    y      إلى مبـادل العنـصرين ( ) ( ),x yϕ ϕ .  بـشكل

  .1 إلى G ينقل كل المبادلات في ϕ تبديلية، عندئذ فإن Hخاص، نرى بأن 
ــرة  )    إن الزم )1G G′ ــي = ــادلات ف ــدة بالمب ــة G المول ــرة المبادل ــسمى الزم  ت
(commutator)       أو الزمـرة الجزئيـة المـشتقة مـن الدرجـة الأولـى (first derived 

subgroup) في G.  

G الجزئية المبادلة الزمرة9.6  قضية ، وهي أصغر زمرة G هي زمرة جزئية مميزة في ′
G بحيث تكون Gناظمية في  G   . تبديلية′

 ـ   G التماثل الذاتي للزمرة  . البرهان G ينقل المجموعة المولدة ل G إلى   ′ ، و بالتالي تنتقل    ′
G G إلى ′ G، فإن Gوبما أن هذا صحيح لكل التماثلات الذاتية لـ . ′   . زمرة مميزة′

g    نكتب   ga   للتشاكل :g gG G G G′ ′→a .  عندئذ[ ], ,g h g h  =   الذي ،
] لأن   1يساوي   ],g h G ,وبالتالي  . ∋′ 1g h  =    لكل ,g h G G  ن بـأن  ، الذي يبي  ∋′
G G   . تبديلية′

G بحيث تكـون  G الزمرة الجزئية الناظمية الثانية في الزمرة      N    لتكن   N  ،تبديليـة 
]ومنه  ],g h N∈ . بما أن هذه العناصر تولدG ′ ،N G ′⊃.  
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5n    لكل   ≥  ،nA        هي أصغر زمرة جزئية ناظمية في nS     تعطي زمرة قسمة تبديليـة  .
)بالتالي  )n nS A′ =.  

 G للزمـرة  (second derived subgroup)ية المشتقة من الدرجة الثانية     الزمرة الجزئ
)هي   )G ) هي   (third)، والثالثة   ′′ ) ( )3G G بما أن الزمرة الجزئية المميـزة      . ، وهكذا =′′′

ة جزئية مشتقة زمرة مميـزة فـي        ، تكون كل زمر   (6.3a)لزمرة جزئية مميزة تكون مميزة      
G .وبالتالي نحصل على المتسلسلة الناظمية  

( ) ( )1 2 ...G G G⊃ ⊃ ⊃  
5nمثلاً، عنـدما  . G في (derived series)و التي تدعى بالمتسلسلة المشتقة  ، تكـون  ≤

   nSلة المشتقة للزمرة المتسلس
...n n n nS A A A⊃ ⊃ ⊃ ⊃  

) قابلة للحل إذا وفقط إذا كانت الزمرة الجزئية المـشتقة            G تكون الزمرة    10.6 قضية )kG 
  .k لبعض الأعداد1تساوي 

)إذا كان   . برهانال ) 1kG ، عندئذ فإن المتسلسلة المشتقة هي متسلسلة قابلة للحل للزمـرة           =
G .وبالعكس، لتكن  

... 1sG G G G G= => > > >  
1Gبما أن   . Gمتسلسلة قابلة للحل للزمرة      G   ،1 تبديليةG G 2Gالآن إن   . ⊂′ G′  زمرة 

  ، ومن 1Gجزئية في 
2 2 2 1 2G G G G G G G G′ ′ ′→ ⊂I  

  نرى بأن 
1 2G G 2 ⇐ تبديليةG G G′ ′I 2 ⇐ تبديلية 2G G G G′′ ′⊂ ⊂I.  

)بالمتابعة بهذه الطريقة، نجد بأن  )i
iG G⊂ لكل i وبالتالي ،( ) 1sG =.  

لحل تحوي على متسلسلة قابلـة للحـل قانونيـة، بالتحديـد      القابلة ل  G    لهذا، فإن الزمرة    
إن برهـان القـضية يبـين بـأن         . G المتسلسلة المشتقة، والتي فيها كل الزمر ناظمية في       

بـل  يسمى طولها بـالطول القا    . Gالمتسلسلة المشتقة هي أقصر متسلسلة قابلة للحل للزمرة         
    .Gللحل للزمرة 
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 ١١١

   (Nilpotent groups) الزمر عديمة القوى
)نتذكر بأن   .  زمرة G لتكن )Z G  هي مركز الزمرة G .  لـتكن( )2Z G G⊂  زمـرة 

) المقابل لـ  Gجزئية في  )( ) ( )Z G Z G G Z G⊂ .لهذا  
( ) [ ] ( )2 ,g Z G g x Z G∈ ⇔ x لكل ∋ G∈  

) زيـة متزايـدة   متسلسلة مرك ( على متتالية من الزمر الجزئية       بالمتابعة بهذه الطريقة، نحصل   
(ascending central series)  

{ } ( ) ( )21 ...Z G Z G⊂ ⊂ ⊂  
  حيث 

( ) [ ] ( )1,i ig Z G g x Z G−∈ ⇔ x لكل ∋ G∈.  
)إذا كان    )mZ G G=   لبعض m      يقال بـأن عندئذ ،G      عديمـة القـوى (nilpotent) ،

 -pمـثلاً، كـل     . G للزمرة   (nilpotency)) الانعدام(صف   mويسمى أصغر عدد مثل   
  ).16.4بتطبيق (زمرة منتهية تكون عديمة القوى 

   {  هـي الزمـر     1، و الزمر التي من الـصف        0 هي الزمرة الوحيدة التي لها الصف        1{
) إذا وفقط إذا كانت      2تكون الزمرة من الرتبة     . تبديلية تماماً ال )G Z G كما يقـال    - تبديلية 

  . (metabelian)بأن الزمرة فوق آبلية 

 من الواضح أن الزمرة عديمة القوى هي زمرة قابلة للحل، لكن العكس ليس              (a) 11.6 مثال
  ، ليكنFمثلاً، من أجل الحقل . صحيحاً

( ){ }, , , 00
a bB a b c F acc= ∈ ≠  

  عندئذ( ) { }0Z B aI a= )مركز  ، و يكون    ≠ )B Z B ًلذلك  .  تافها( )B Z B ليست
  . أنها قابلة للحل(5.6)عديمة القوى، لكن نقول في 

    (b) 1 الزمرة
0 1
0 0 1

G
∗ ∗ 

 = ∗
  

1مركزها :  فوق آبلية 0
0 1 0
0 0 1

∗ 
 
  

)، و  )G Z Gتبديلية .  

    (c)   أي زمرة غير آبليـة G   3 مـن الرتبـةp   فـي الحقيقـة،   .  تكـون فـوق آبليـة
( )G Z G′ G، و   )17.5انظر  (p من الرتبة    = G بشكل خاص، زمر   . (18.4) تبديلية   ′

زمرة ديهيدرال . ، فوق آبلية4D و Q، 8ديهيدرال وزمر القسمة من الرتبة    
2nD  عديمـة 

) يمكن أن يبرهن هذا بالاستقراء، باستخدام أن         - nمن الصف   القوى   )2nZ D   من الرتبة 
)، و   2 ) 12 2 2n n nD Z D D  ليست عديمـة   nD، عندئذ   2 قوى للعدد    nإذا لم يكن    . ≈−

  ). القادمة17.6باستخدام المبرهنة (القوى 
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 ١١٢

  . الزمرة الجزئية من زمرة عديمة القوى هي زمرة عديمة القوى(a) 12.6 قضية
    (b)زمرة القسمة لزمرة عديمة القوى هي زمرة عديمة القوى .  

مـن الواضـح أن،     . G زمرة جزئية من الزمرة عديمـة القـوى          Hلتكن   (a). البرهان
( ) ( )Z H Z G H⊃ I .  أن  ) بالاستقراء(بفرض( ) ( )i iZ H Z G H⊃ I   عندئـذ ،

( ) ( )1 1i iZ H Z G H+ +⊃ I لكل (، لأنh H∈(  
( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 , , , ,i i ih Z G h x Z G x G h x Z H x H+∈ ⇒ ∈ ∈ ⇒ ∈ ∈.  

    (b)بشكل مباشر .  

، عندئذ من الممكـن أن يكـون   G زمرة جزئية في    Hظ بأن    علينا أن نلاح   13.6 ملاحظة
( )Z H أكبر من ( )Z G . مثلاً، إن مركز  

( ){ } ( )2
0 00

aH ab GL Fb= ≠ ⊂  

)ز  نفسها، لكن مركHهي  )2GL Fيحوي فقط على المصفوفة السلمية .  

m عديمة القوى من الصف G تكون الزمرة 14.6 قضية    إذا وفقط إذا كان ≤
[ ]1 2 3 1... , , ,..., 1mg g g g +   =    

1لكل  2 1, ,..., mg g g G+ ∈.  
)، نتذكر بأن. البرهان ) [ ] ( )1,i ig Z G g x Z G−∈ ⇔ x لكل ∋ G∈.  

m عديمة القوى من الصف G    بفرض أن  ≥ عندئذ ،  
( ) [ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ]

1
1 2 1 2

2
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1

1 2 3 1 1

, , ,

, , , , ,

......

... , , ,..., , ,...,

... , , ,..., 1, ,...,

m m

m

m m

m m

G Z G g g Z G g g G

g g g Z G g g g G

g g g g Z G g g G

g g g g g g G

−

−

+

= ⇒ ∈ ∈

 ⇒ ∈ ∈ 

  ⇒ ∈ ∈  

  ⇒ = ∈  

  

1gمن أجل العكس، ليكن  G∈ . عندئذ  
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 ١١٣

[ ]

[ ] ( )

[ ] ( )

( )

1 2 3 1 1 2 1

1 2 3 1

2
1 2 3 1 1 1

1 1

... , , ,..., , 1, , ,...,

... , , ,..., , ,...,

... , , ,..., , ,...,

......

,

m m m

m m

m m

m

g g g g g g g g G

g g g g Z G g g G

g g g g Z G g g G

g Z G g G

+ +

− −

    = ∈   

  ⇒ ∈ ∈  

  ⇒ ∈ ∈  

⇒ ∈ ∈

      ليس بالضرورة أن يكون التمديد لزمر عديمة القوى تمديداً عديم القوى، أي أن،

(20)                   N و G N عديم القوى ⇐/ Gعديمة القوى .  
B تبديلية و 11.6 و 5.6 في الأمثلة B في الزمرة U، الزمرة الجزئية مثلاً U ،تبديلية 
  . ليست عديمة القوىBلكن

في . G محتواة في مركز الزمرة N محقق عندما تكون (20)    على أي حال، الاقتضاء 
  .ةالآتيالحقيقة، لدينا النتيجة الأكثر تفصيلاً 

  ،G من مركز الزمرة N لكل زمرة جزئية 15.6 نتيجة
G1وى من الصف  عديمة القm + ≥ ⇒G N عديمة القوى من الصف m.  
G للتطبيق πنكتب . البرهان G N→ . عندئذ  

[ ] ]( )
[ ] ]

1 2 3 1

1 2 3 1

... , , ,..., ,

... , , ,..., , 1,

m m

m m

g g g g g

g g g g g

π

π π π π π

+

+

   =  

   =  

  

1 2 1, ,..., mg g g G+ ــالي. ∋ ] بالت ] ] ( )1 2 3 1... , , ,..., ,m mg g g g g N Z G+   ∈ ⊂   ، 
]ومنه  ] ]1 2 3 1 2... , , ,..., , 1m mg g g g g+ +   =   1 لكل 2,..., mg g G+ ∈.  

  . زمرة منتهية تكون عديمة القوى-p كل 16.6 نتيجة
)لأن  . Gنستخدم الاستقراء على رتبة الزمرة      . البرهان ) 1Z G ≠  ،( )G Z G   عديمـة 

  . عديمة القوىGالقوى، والتي تقتضي بأن 
      نتذكر بأن التمديد 

1 1N G Qι π→ → → →  
)يكون مركزياً إذا كان  ) ( )N Z Gι ⊂ .عندئذ:  
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 القوى هي تلك الزمر التي يمكن الحصول عليها بتمديـدات مركزيـة                   إن الزمر عديمة  
  .            متتالية

  :     بالمقابل
      إن الزمر القابلة للحل هي تلك الزمر التي يمكن الحصول عليهـا مـن زمـر تبديليـة                

  بتمديدات متتالية
  ).ليس بالضرورة أن تكون مركزية     (

هية عديمة القوى إذا وفقط إذا كانت تساوي الجداء المباشـر            تكون الزمرة المنت   17.6 مبرهنة
  .لزمر سيلو الجزئية فيها

لـذلك  مة القوى هو زمرة عديمة القوى، و      من الواضح أن الجداء المباشر لزمر عدي      . البرهان
. ديمـة القـوى    زمرة منتهية ع   Gالعكس، لتكن   . فإن الاتجاه الأول يأتي من النتيجة السابقة      

 زمرة جزئية   Pلتكن  .  يكفي أن نبرهن بأن كل زمر سيلو الجزئية ناظمية         (9.5)بالعودة إلى   
)، و لتكن    Gما من    )GN N P= .   بـأن    الآتيةتبين التمهيدية ( )GN N N=   وتبـين ،

Nنية بأن الثا G= ،أي أن ،P ناظمية في G.  

زمرة جزئية  لأي  . G زمرة سيلو الجزئية في الزمرة المنتهية        -P p لتكن   18.6 تمهيدية
H في G تحتوي على ( )GN P يكون لدينا ،( )GN H H=.  

)لتكن  . البرهان )Gg N H∈   1، ومنهgHg H− = .  1عندئذ− ′⊃ =H gPg P  والتي ،
II  ،1hPمـن سـيلو     . H زمرة سيلو الجزئية في الزمـرة        -pهي عبارة عن     h P−′ = 

ــبعض  hل H∈ ــه 1، ومن 1hgPg h P− − ــالي . ⊃ )بالت )Ghg N P H∈ ــه ، و⊃ من
g H∈.  

، عندئـذG   زمرة جزئية فعلية من زمرة منتهيـة عديمـة القـوى         H لتكن 19.6 تمهيدية
( )GH N H≠.  

ك يمكـن أن    إن الحالة تكون بشكل واضح صحيحة بالنسبة للزمر التبديليـة، ولـذل           . البرهان
 عديمة القوى، Gلأن  . Gنستخدم الاستقراء على رتبة الزمرة      .  غير تبديلية  Gنفرض بأن   

( ) 1Z G )إن عناصر الزمـرة     . ≠ )Z G    تـنظم H          بـشكل معـين، ومنـه إذا كـان 
( )Z G H⊆    يكون لدينا ،( ) ( ). GH Z G H N H

≠
⊂ لهذا يمكن أن نفـرض بـأن       . ⊃

( )Z G H⊂ .   فإن منظم الزمرة عندئذH في G مـع مـنظم   (46.1)ة  يتطابق بالنـسب 
( )H Z G في ( )G Z Gو يمكننا أن نطبق الفروض الاستقرائية ،.  
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 جداء مباشر لــ  G نستنتج الحقيقة بأن G من أجل الزمرة التبديلية المنتهية   20.6 ملاحظة
p-زمر جزئية أولية فيها .  

، ولـتكن    G زمرة جزئية ناظمية من زمرة منتهية        Hلتكن  ) مناقشة فراتيني ( 21.6 قضية
p- زمرة سيلو الجزئية Pفي الزمرة  H . عندئذ( ). GG H N P=.  

gلتكن  . البرهان G∈ .  1عندئذ 1gPg gHg H− −⊂ 1gPg، و كل من     =  عبارة P و  −
h ، يوجد IIبالعودة إلى سيلو . Hلو الجزئية في الزمرة     زمرة سي  -pعن   H∈  بحيـث 

1يكون  1gPg hPh− )، وبالتالي =− )1
Gh g N P− ) ومنه ∋ ). Gg H N P∈.  

فقط إذا كانت كل زمرة جزئية أعظمية فعليـة          تكون الزمرة عديمة القوى إذا و      22.6 مبرهنة
  .ناظمية
 من زمرة عديمـة القـوى       H بأن لأي زمرة جزئية فعلية       6.19قلنا في التمهيدية    . البرهان

G ،( )GH N H
≠
  بالتالي،. ⊃

H أعظمية ( )GN H G= ⇐  
  .G ناظمية في Hأي أن،

سـنتحقق مـن    .  تكون ناظمية  G    العكس، بفرض أن كل زمرة جزئية أعظمية فعلية في          
. G زمرة سيلو الجزئية في الزمرة -p عبارة عن Pلهذا، لتكن .  17.6شروط المبرهنة

 تحـوي   G في   H، عندئذ توجد زمرة جزئية أعظمية فعلية        G ناظمية في    Pإذا لم تكن    
( )GN P .      وكونها أعظميـة، فـإنH        ناظميـة، ومنـه تبـين مناقـشة فراتينـي بـأن 

( ). GG H N P H=   . وهذا تناقض-=

   (Groups with operators) الزمر بمؤثرات
)نتذكر بأن مجموعة التماثلات الذاتية       )Aut G   للزمرة G     لـتكن   .  هي أيـضاً زمـرةA 

)يدعى الزوج   . زمرة ),G ϕ     المؤلف من الزمرة G       مع التـشاكل ( ): AutA Gϕ → 
 Groups with) كزمرة مـن المـؤثرات   A مع G زمرة، أو يقال بأن الزمرة -Aبـ 

operators) 
) للحد xα زمرة، ولنكتب -A هي G    لتكن  ) xϕ α عندئذ   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1

a x x

b xy x y

c x x

αβ α β

αα α

=

=

=

     

) ϕتشاكل (  

) ( )ϕ αتشاكل (  

) ϕتشاكل (  
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)بالعكس، إن التطبيق     ), :x x A G Gαα × →a   يحقق (a)   ، (b)   ، (c)     وينـتج مـن 
)التشاكل   )AutA G→ .    يبين الشرطان(a)  و (c) أن x xαa  هو التطبيق العكـسي 

)لـ   )1

x x
α −

aوبالتالي يكون ،x xαa ًتقابلا G G→ . يبين الشرط عندئذ(b)  بأنـه 
) بـأن التطبيـق   (a)أخيـراً، يبـين   . Gتماثل ذاتـي علـى      ) αϕ α = ax x  تـشاكل 

( )AutA G→.  
 G مـن الزمـرة   Hتكون الزمرة الجزئية . A زمرة مع المؤثرات المعرفة   G    لتكن  

   إذا كان(invariant) أو لا متغيرة (admissible)ثابتة 
,x H x H Aα α∈ ⇒ ∈ ∈  

 ثابتة، فإن كل من منظمها و ممركزهـا  Hإذا كانت . إن تقاطع الزمر الثابتة هو زمرة ثابتة   
  .زمرة ثابتة أيضاً

    A- أو تشاكل ثابت( تشاكل ((admissible homomorphism)لـ A- ـ  و  زمـر ه
G:تشاكل  Gγ ) بحيث يكون →′ ) ( )g gα αγ γ= لكل ,A g Gα ∈ ∈.  

} كزمرة مع G يمكن أن نعتبر زمرة  (a) 23.6 مثـال  في هذه الحالة .  كزمرة للمؤثرات1{
 و التشاكلات ثابتة، ومنه فإن نظرية الزمر مع المـؤثرات تحـوي             تكون كل الزمر الجزئية   

  .نظرية الزمر بدون مؤثرات
    (b)نعتبر G زمرة التأثير على نفسها بالترافق، أي ، باعتبار  Gمع التشاكل   

( ): Aut→a gg i G G  
  .مر الجزئية الثابتة هي الزمر الجزئية الناظميةفي هذه الحالة، الز

    (c)   نعتبر G   مع ( )AutA G=   في هذه الحالة، الزمر الجزئية     .  كزمرة من للمؤثرات
  .الثابتة هي الزمر الجزئية المميزة

بحالـة  . النسبة للزمر مع المؤثرات    لقد برهن كل شيء تقريباً بالنسبة للزمر وتحقق أيضاً ب 
في كل حالـة،    .  تتحقق بالنسبة للزمر بمؤثرات    46.1 و   45.1،  44.1خاصة، إن المبرهنات    

 . يكون البرهان نفسه كما سبق غير أنه يجب التأكد من قابلية الثبات

G: لأي تشاكل ثابت     24.6 مبرهنة Gγ ) زمـر،    -A مـن    →′ )
def

KerN γ=   زمـرة 
)،  Gجزئية ناظمية ثابتة في      )Gγ     زمرة جزئية ثابتة في G بطريقة طبيعيـة  γيتحلل ، و′

  :ابت، و تطبيق متباين ثابتإلى تركيب من تطبيق غامر ثابت، تماثل ث
( )G G N G Gγ ′→ → →  
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 ١١٧

 زمرتين جزئيتين ثـابتتين،     N و   H، و لتكن    A زمرة بمؤثرات    G لتكن   25.6 مبرهنة
Hعندئذ  .  ناظمية Nحيث   NI     زمرة جزئية ثابتة ناظمية في H  ،HN  زمرة جزئيـة 

)، و  Gثابتة في )h H N hHI a تماثل ثابت H H N HN N→I.  

G:ليكن   26.6 ةمبرهن Gϕ بالنسبة للتطبيق التقابل   .  زمر -A تشاكلاً ثابتاً غامراً من      →′
H H↔       بين مجموعة الزمر الجزئية في G    الحاوية على ( )Ker ϕ    الزمر  و مجموعة
  .، الزمر الجزئية الثابتة تقابل الزمر الجزئية الثابتة)64.1انظر  (Gالجزئية في 

)    ليكن   ): AutA Gϕ إن المتسلـسلة تحـت الناظميـة الثابتـة         . A زمرة بالمؤثر  →
(admissible subnormal series)سلسلة من الزمر الجزئية الثابتة في  هي متG  

1 2 ... rG G G G⊃ ⊃ ⊃ ⊃  
1iG ناظمية في    iGحيث كل  تكون زمـر   . نعرف بشكل مشابه المتسلسلة التركيبية الثابتة     . −

 زمراً، وزمر القسمة في المتسلسلة التركيبيـة  -Aة القسمة في المتسلسلة تحت الناظمية الثابت  
  .، لا يوجد زمر جزئية ثابتة ناظمية غير الزمرتين التافهتينه زمراً بسيطة، أي أن-Aالثابتة 

في هذه الحالة تكـون     .  زمر -A هولدر مستمر لتتحقق من أجل       –    إن مبرهنة جوردان    
البرهان نفسه كما في المبرهنة     . التماثلات بين زمر القسمة المقابلة لمتسلسلتين تركيبيتين ثابتة       

  . زمر-Aالعامة، لأنه استخدم التماثلات فقط، التي قد لاحظنا بأنها محققة أيضاً بالنسبة لـ 

في هـذه الحالـة إن      .  زمرة كمؤثر على نفسها بالترافق     Gر الزمرة    باعتبا (a) 27.6 مثال
  المتسلسلة تحت الناظمية الثابتة هي متتالية من الزمر الجزئية 

{ }0 1 2 ... 1sG G G G G⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ =  
 بـالترافق  iG على Gإن تأثير . ، متسلسلة ناظمية، أي أنها G ناظمية في    iG كل حيث إن 

1i على   Gينفذ إلى زمر القسمة، ليعطي تأثير        iG G سلـسلتين  متل القـسمة    تـي إن زمر . +
  . زمر-Gفي ن كما تركيبيتين ثابتتين تكونان متماثلتي

    (b)   باعتبار G   مع ( )AutA G=   في هذه الحالة، إن المتسلسلة     .  كزمرة من مؤثرات
  تحت الناظمية الثابتة هي المتتالية 

{ }0 1 2 ... 1sG G G G G⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ =  
زمر القـسمة لمتسلـسلتين تـركيبيتين ثـابتتين     ، وGمرة جزئية مميزة في  ز iGحيث كل   

)متماثلتين كما في  )Aut G-زمر .  

  (Krull- Schmidt theorem) سشميدت  ـمبرهنة كرول
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1G غير قابلة للتحليل إذا كان       Gتكون الزمرة     لا تماثل جداء مباشـر لزمـرتين   G و   ≠
  غير تافهتين، أي أنه، إذا كان

1 1G H H H H′ ′≈ × ⇒ = =  

 ت إن الزمرة البسيطة غير قابلة للتحليل، لكن الزمرة غير القابلة للتحليل ليـس       (a) 28.6 مثال
 زمرة غير   3Sمثلاً،  . أن تحوي على زمرة جزئية ناظمية     يمكن  : بالضرورة أن تكون بسيطة   

  . كزمرة جزئية ناظمية3Cقابلة للتحليل لكنها تحوي على 
    (b)          دائريـة رتبتهـا      كانت  تكون الزمرة التبديلية المنتهية غير قابلة للتحليل إذا وفقط إذا 

  . قوى لعدد أولي
 Gلتكن  .     بالطبع، يكون هذا واضحاً من التصنيف، لكن ليس من الصعب برهانه مباشرةً           

G، وبفرض أن    npدائرية من الرتبة     H H ′≈  و  Hكون كل مـن     عندئذ يجب أن ت   . ×
H ′ p-          زمرة، ولا يمكن أن يكونا كلاهما من الرتبة mp  ،m n< .   وبالتالي فإنه يجب

 تبديليـة  Gن بـالعكس، بفـرض أ  . ، والثانية تافهة  npأن تكون إحداهما دائرية من الرتبة       
عبارة عن جداء مباشر لـ     ) من الواضح (بما أن كل زمرة تبديلية منتهية       . وغير قابلة للتحليل  

p-    زمر حيث p       يمسح كل الأعداد الأولية، تكون G p- إذا كان العنـصر     .  زمرةg 
، G هو عامـل مباشـر فـي    g، إحداها تبين بأن   Gهو العنصر ذو الرتبة الأعلى في       

G g H≈   .ض، وهذا  تناق×
    (c)                  كل زمرة منتهية يمكن أن تكتب كجداء مباشر لزمر جزئيـة غيـر قابلـة للتحليـل 

  ).واضح(

 لزمر جزئية غيـر قابلـة   اً مباشراً جداءG بفرض أن (Krull- Schmidt) 29.6 مبرهنة
,...,1للتحليل  sG G1لة للتحليل  و جداء مباشر لزمر جزئية غير قاب,..., tH H:  

1 1... , ...s tG G G G H H× × × ×   
  عندئذs t=    و هنا نعيد الدليل بحيث يكون ،i iG H≈ . وأكثر من ذلك، بإعطاء عدد ماr 

  يمكن ترتيب الترقيم بحيث يكون
1 1... ...r r tG G G H H+= × × × × ×  

  .1995,6.36انظر روتمان .  البرهان

p لتكن 30.6 مثال pG = ×F F متجهياً من البعد فوق الحقل 2، و نعتبره فضاء pF . لتكن  
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 11,0 , 0,1 ; 1,1 , 1, 1 ,G G H H= = = = −.  

 1عندئذ 2 1 2 1 2, ,G G G G H H G G H= × = × = ×.  

 أو
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بالنسبة لزمرة غيـر منتهيـة    تحققت أيضاً Krull- Schmidtن مبرهنة إ 31.6 (a) ملاحظة
، أي أن، المتتاليـات المتزايـدة       الزمر الجزئيـة   بالنسبة شرطي المتسلسلة     محققةً وقد برهنت 

  . تصبح ثابتةGوالمتناقصة للزمر الجزئية في 
    (b) إن مبرهنة Krull- Schmidtًمـثلاً، لـيكن   .  بالنسبة لزمرة بمؤثرات تحققت أيضا

( )Aut G مؤثراً على Gفإن الزمر الجزئية في حالة المبرهنة ستكون جميعها مميزة ،.  
    (c)            إذا طبقنا على الزمرة المنتهية الآبلية، تبين المبرهنة أن الزمر mi

C     فـي التحليـل 

1
...= × ×

rm mG C C    حيث كل im      ددة بشكل وحيد تحـت      عبارة عن قوى لعدد أولي مح
  ).والرتبة(سقف التماثل 

  تمارين
  مع المتسلسلة التركيبية المنتهية  ) ليست بالضرورة أن تكون منتهية( زمرة G لتكن 1-6

0 1 ... 1nG G G G= ⊃ ⊃ ⊃ =  
  بين أن . G زمرة جزئية ناظمية في Nولتكن 

0 1 ... 1nN N G N G N G= ⊃ ⊃ ⊃ =I I I  
  . إذا لم يوجد تكراراتNتتحول إلى متسلسلة تركيبية للزمرة 
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  الفصل السابع

  ثيلات الزمر المنتهيةتم

Representations of finite groups 

جميع الفضاءات المتجهيـة تكـون ذات   .  حقلاFً زمرة منتهية و Gفي هذا الفصل، نعتبر   
 -F كمـا فـي       في مركزها وذات  بعد منته      F تحوي   A جبر هو حلقة     -F. بعد منته 

 مودولات تكون أبعادها منتهية عندئذ تعتبر و      -A كل   ٢٠. تبديلية Aلن نعتبر . فضاء متجهي 
 m للمجموع المباشر    mV، يرمز   V مودول   -Aبالنسبة لـ   .  فضاء متجهي  -Fكأنها

  .Vمرة من 
 ما عدا المقلـوب  A هو نفسه كما في A الجبر -F لـ   oppA(opposite)    إن المقابل   

opp:aبالنسبة للضرب، أي أنه، يوجد تطبيق تقابل         a A A′ ↔a   ًمـع    الذي يكون متماثلا 
F-تجهي  و يحقق الخاصة  فضاء م( )a b ba ′′ ′ a, إذا كان = b A∈.  
 على مـودولات جزئيـة       إذا لم يحو   (simple) مودول غير المعدوم يكون بسيطاً       -A  إن

ماثلاً مـع    إذا كان مت   (semisimple)فعلية باستثناء المودول الصفري، و يكون نصف بسيط         
  .المجموع المباشر لمودولات بسيطة

  (Matrix representations) التمثيلات المصفوفية 
 هـو تـشاكل     F علـى الحقـل      G للزمـرة    nإن التمثيلات المصفوفية مـن الدرجـة        

( )GLnG F→ .    يقال بأن التمثيل أمين(faithful) ًلـذلك فـإن   .  إذا كان التشاكل متباينـا
n بزمرة من المصفوفات من النوع Gالتمثيل الأمين يعرف  n×.  

) يوجد تمثيل    (a) 1.7 مثال )2GLQ →     لزمرة القسمة ,Q a b= التي ترسل a إلى 
0 1

1 0
 −
 − 

0 إلى b و  1
1 0

 
 − 

  .(1.17) بشكل أساسي كما في Q كما عرفنافي الحقيقة، . 
                                                

,...,1لتكن   20 ne e    قاعدة لـ A مثل F-  فضاء متجهي، عندئذ
ij
k

i j k ke e a e=  لبعض ∑
ij
ka F∈ تدعى ،

)بالنسبة للقاعدة  Aثوابت البنية على     )i ie         أحياناً تكون القاعدة قد اختيرت، إن الجبر ،A    يكون محدداً بشكل 
  .وحيد بثوابت البنية فيه
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    (b)   لتكن nG S= .  لكلnSσ )، لتكن   ∋ )I σ       المصفوفة الحاصلة مـن المـصفوفة 
n من النوع  Aعندئذ، لأي مصفوفة   .  لتبديل الأسطر  σالمحايدة باستخدام    n×  نحـصل ،

ــى  )عل )I Aσ ــن ــتخدام A م ــك باس ــديل الأســطرσ وذل ــاص،  . لتب ــشكل خ ب
( ) ( ) ( )I I Iσ σ σ σ′ )، ومنه فإن =′ )Iσ σa تمثيل لـ nS .  

 مـن أجـل مجموعـة مـن     nS كل زمرة منتهية ترسل إلى   كما أن . من الواضح، أنه أمين   
، هذا يبين بأن كل زمرة منتهية تحوي على تمثيـل   ).21 1 انظر   مبرهنة كايلي  (nالعناصر  

  .مصفوفي أمين
    (c)   لتكن nG C σ= ، عندئذξ  ، وليكن   1 جذر لـ    n يحوي على    Fإذا كان   . =

)يوجد التمثيل    )1: GLi i
nC F Fσ ξ ×→ =a .        يكون التمثيل أميناً إذا وفقط إذا كانξ 

nإذا كان   .  تماماً nمن الرتبة    p=      عدداً ابتدائياً و كان F     يحوي على مميز p  عندئـذ ،
( )1 1 ppX X− = فـي  . F فـي  p من الدرجة 1 هو الجذر الوحيد لـ   1، ومنه فإن    −

  هذه الحالة، التمثيل يكون تافهاً، ولكن يوجد التمثيل الأمين

( ) ( )2
1 : GL0 1

i
p

i C Fσ →a.  

جواب إيجابي للزمر الجزئيـة فـي    ) p33انظر  (مسألة برنسايد    برهن برنسايد على أن ل     2.7
( )GLn    أي أن، كل زمرة جزئية منتهية التوليد في ،( )GLn بدليل منته تكون منتهية  .

  .لذلك، لا توجد زمرة منتهية التوليد غير منتهية بدليل منته ممثلة بشكل أمين على 

   في الحقول1جذور 
 n.  في الحقـل  1 جذور    يعتمد على  Fكما بين المثال الأخير، إن تمثيل الزمرة على الحقل          

) يشكل زمرة جزئية 1جذر لـ  )n Fµ في ×F 55.1انظر (، التي تكون دائرية.(  
)، عندئذn  يقسم F    إذا كان مميز   )n F nµ 1nXمن جهـة أخـرى،   . >  لهـا  −

1nnXسيكون الجذر المضاعف جذراً لمشتقها      (جذور مختلفة    ، ويمكننا دائمـاً أن نرتـب       )−
( )n F nµ ] بــ   فـي  F، مثلاً، بتبديل الحقل الجزئـي       F بتمديد = ]F ξ  حيـث 

2 /i ne πξ ] بـ   F، أو بتبديل    = ] ( )( )F X g X   حيث ( )g X       عامـل غيـر قابـل 
1nXللتحليل لـ  1mX لا يقسم −   .n لـ m لأي قاسم فعلي −

 ـ . 1 لـ   (primitive) بالجذر الابتدائي    F× في   n    يدعى العنصر من الرتبة      ول لكي نق
 ξ و n، نعني بأن الزمرة دائرية من الرتبة   ξ،  1 جذر ابتدائي لـ     n تحوي على    Fبأن  

  ).n أو مميز ابتدائي لا يقسم 0 يساوي  Fوبالتالي فإن مميز(يولدها 
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  (Linear representations)التمثيلات الخطية 
عندما تكون المجموعـة    .  على مجموعة  G عرفنا مفهوم تأثير الزمرة       أننا (1.4)  من نتذكر

   إذا كان التطبيق (linear) تأثير خطي، نقول بأن الVفضاء متجهي  -Fعبارة عن 
  

gخطياً لكل    G∈ .      فـإن معكـوس عندئـذgV    هـو التطبيـق الخطـي ( )1−g V و ،
( ): GLg g v G V→a هذا، من التأثير الخطي     ل.  تشاكلG   على V    نحصل علـى ،

)التشاكل الزمري    )GLG V→           وبالعكس، كل تشاكل كهذا يعرف تأثيراً خطيـاً للزمـرة ،
G على V .كل ندعو التشا( )GLG V→ التمثيل الخطي (Linear- representation) 

 هو تمامـاً تمثيـل      nF على   Gنلاحظ بأن التمثيل الخطي للزمرة        . V على   Gللزمرة    
  .n الدرجة مصفوفي من

nG ليكن   (a) 3.7 مثال C σ= ، 1 جذر ابتدائي لـ n يحوي على F، ولنفرض بأن =
)ليكن    . ξوليكن   )GLG V→  طياً للزمرة    تمثيلاً خG .  عندئذ( ) ( ) 1n n

L L
σ σ= = ،

1nX تقسم   Lσوبالتالي فإن كثيرة الحدود الأصغرية لـ        1nXكما أن   . −  جذر n لها   −
0مختلف  1,..., nξ ξ   ، يتحلل الفضاء المتجهي إلى مجموع مباشر للفضاءات الذاتيةF في −

{ }def

0 1 , σ ξ≤ ≤ −= ⊕ = ∈ = i
i n i iV V V v V v v  

  .G ينجم عن تمثيل Gبالعكس، كل تحليل إلى مجموع مباشر كهذا للزمرة 
    (b)   لتكن G      زمرة تبديلية من الأس n    ولنفرض بأن ،F    تحوي على n   جذر ابتدائي 
  لتكن . 1لـ 

( ) ( )( )Hom , Hom , nG G F G Fµ∨ ×= =  
   هو نفسه التحليل إلى مجموع مباشر V على الفضاء المتجهي Gإن تمثيل للزمرة 

.( ){ }
def

,
G

V V V v V v vχ χχ
σ χ σ∨∈

= ⊕ = ∈ =  
 مـع  Vيتحلل (، والحالة العامة تأتي بسهولة  (a) إعادة للحالة    هذه دائرية، و  Gعندما تكون   

، عندئذ يتحلل كل مجموع  مع الحفاظ علـى          Gظ على تأثير العامل الدائري الأول في        الحفا
  ).، وهكذاGتأثير العامل الدائري الثاني في 

  

, ,gv V V x gx= → a
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  Maschkeمبرهنة 
)ليكن   )GLG V→     تمثيلاً خطياً للزمرة G  على F-  فضاء متجهـي V .   يقـال بـأن

gW إذا كان (invariant) لا متغيراً  -G يكون   V في   Wالفضاء الجزئي    W⊂  لكـل 
g G∈ .   يقال عنF-    التطبيق الخطي : V Vα  للفضاءات المتجهية على الزمـرة      →′

G التي تؤثر على بخطية أنه G-لا متغير إذا كان   
( ) ( )g v g vα α= لكل ,g G v V∈ ∈.  

V:أخيراً، يقال عن الشكل ثنائي الخطية  V Fφ ×    لا متغير إذا كان-G أنه →
( ) ( ), ,gv gv v vφ φ′ , لكل =′ ,g G v v V′∈ ∈.  

) ليكن  (Maschke) 4.7 مبرهنـة  )GLG V→  تمثيلأ خطياً للزمرة G . إذا كان مميز
F    لا يقسم G      كل فضاء جزئي عندئذ ،G-  لا متغير W   في V     يحوي علـى متممـة 
G- لا متغيــر، أي أنــه، يوجــد فــضاء جزئــي G-لا متغيــر W   بحيــث يكــون ′

V W W ′= ⊕.  
  . هو المميز الصفريF    نلاحظ بأنه تطبق المبرهنة دائماً عندما يكون مميز 

Gإذا كانت .     إن الشرط على المميز تحديداً ضروري      σ=   زمرة دائرية مـن الرتبـة 
p    2 تؤثر علىV F=    1 كما المصفوفة 1

0 1
 
 
 

 يكون الفضاء الجزئـي   ، عندئذ3.7b( انظر   (

0
∗ 

 
 

 G- لا متغير، لكن لا يوجد فضاء جزئي متمم F , 0a bb
  ≠ 
 

  . لا متغير-G، يكون 
  .Maschke لمبرهنة     ولأهمية الفكرة المتضمنة، نقدم برهانين

=في الحالة  (Maschkeبرهان مبرهنة  F  أو (  

اء جزئياً على    فض W، و ليكن    V تطبيقاً متناظراً ثنائي الخطية على       φ لتكن   5.7 تمهيدية
V .    ــل مــن ــان ك ــون أيــضاً    -W G و φإذا ك ــر، عندئــذ يك  لا متغي

( ){ }
def

, 0,W v V w v w Wφ⊥ = ∈ = ∈.  
vليكن . البرهان W g و ليكن ∋⊥ G∈ .( ) ( )1, ,φ φ −=w g w g w v لأي ،∈w W 

Gلأن   φ-    لا متغير، و ( )1 , 0g w vφ − هذا يبين بـأن  .  لا متغير-G  أيضاWً لأن =
gv W ⊥∈.  
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=⊥، عندئـذ    شاذاً ليس   φ    نتذكر من الجبر الخطي أنه إذا كان         ⊕V W W    وبالتـالي 
 لا متغير تطبيق ثنـائي      -G، يكفي أن نبين بأنه يوجد       Maschkeلكي نبرهن على مبرهنة     

V:اظر الخطية متن V Fφ × →.  

  ، V على φ تطبيق ثنائي الخطية متناظر 6.7 تمهيدية

( ) ( )
def

, ,g Gv w g v g wφ φ∈= ∑  
  .V ثنائي الخطية  متناظر على اً لا متغير تطبيق-Gيكون 

0g تطبيق ثنائي الخطية  ومتناظر، ومن أجل φمن الواضح بأن . البرهان G∈،  

( ) ( )
def

0 0 0 0, , ,g Gg v g w gg v gg wφ φ∈= ∑  
)الذي يساوي    ),g G g v g wφ∈∑   ،لأن g    تمسح كل G    0، وبالتالي فإنg g   تمسح كل 

G.  
من جهة أخرى   ( كذلك   φ عندما يكون    شاذاً ليس   φ    لسوء الحظ، لا يمكن أن نتوقع بأن        

]استطعنا أن نبرهن بأن جميع       ]F G-         مودولات نصف بسيطة، دون التحديد علـى F  أو 
G.(  

F ليكن   7.7 تمهيدية =  .   إذا كانφ         تطبيقأً ثنائي الخطية معرفاً موجباً على  V  عندئذ ،
  . كذلك أيضاφًيكون 

  ،V غير صفري  في v معرفاً موجباً، عندئذ من أجل أي φإذا كان .  البرهان
( ) ( ), , 0g Gv v g v g vφ φ∈= >∑  

F عندما   Maschkeرهنة      هذا يكمل برهان مب    =       لأن يوجد تحديداً تطبيق ،φ  خطي 
Fباستخدام أشكال هرمتية عندما     بالنقاش نفسه و  . Vمعرف موجب على     = )    أو عنـدما

  ). أي حقل في Fيكون 

  )في الحالة العامة (Maschkeبرهان مبرهنة 

2π  إسقاطاً إذا كان      V الفضاء المتجهي    -F لـ   πيدعى التشاكل الذاتي     π= . ثيرة إن ك
) تقسم   π(projector)الحدود الأصغرية للإسقاط     )2 1X X X X− =  V، ومنه فإن    −

  يتحلل إلى مجموع مباشر للحقول الذاتية،

( ) ( )0 1V V Vπ π= ، حيث   ⊕
( ) { } ( )
( ) { } ( )

0

1

0

Im

V v V v Ker

V v V v v

π π π

π π π

 = ∈ = =


= ∈ = =
.  

0ليل بالعكس، إن التح 1V V V= ) نجم عن المسقط ⊕ ) ( )0 1 1, 0,v v va.  
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.  لا متغيـراً -G يكون πإذا كان الإسقاط   . V تؤثر بخطية على     G    نفرض الآن بأن    
  . لا متغير-π G هي صورة الإسقاط Wإنه، لكي نبرهن المبرهنة يكفي أن نبين بأن ف

 ، الذي يوجد بشكل محـدد،     W خطي مع الصورة     -π F    باختيار مرةً أخرى الإسقاط     
vلكل .  لا متغير مع الصورة نفسها-π Gعدل لنحصل على المسقط و V∈ليكن ،  

( ) ( )( )11
g Gv g g v

G
π π −

∈= ∑  

1.الذي يحول اتجاهه لأن      ×∈G F    و يعرف ،F-      ًتطبيقـاً خطيـا :V Vπ لأي . →
1− ∈g w W لأي ،∈w W ومنه   

(21)            ( ) ( )11 1
g G g Gw g g w w w

G G
π −

∈ ∈= = =∑ ∑  

)، لأن W جزئية في πإن صورة  )Im Wπ    لا متغير، ومنه -G عبارة عن W و ⊃

( ) ( )( )
( )

( )
21def

2 v v vπ π π π= =  
vلأي   V∈ .  لهذا، يكونπبـأن  (21)لعلاقة  إسقاطاً، وتبين ا ( )Im Wπ ، وبالتـالي  ⊂

( )Im Wπ 0gلكل .  لا متغير-G يكون πبقي أن نبين بأن . = V∈   

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1
0 0 0 0 0

1 1 ,π π π− − −
∈ ∈= =∑ ∑g G g Gg v g g g v g g g g g v

G G
  

)الذي يساوي  )0g vπ ،لأن g يمسح كل G 1، وبالتالي فإن

0
g g

  .G يمسح كل −

   (The group algebra; semisimplicity)  نصف البسيطةجبر الزمر؛
] (group algebra)إن جبر الزمر  ]F G معرف ليكون [ ]F G-  فضاء متجهي بقاعـدة 

  لهذا، . G مع الجداءات التي تكون على Gمن عناصر 
]أي عنصر في  • ]F G هو المجموع ,g G g gc g c F∈ ∈∑، 

gيكون العنصران    • G gc g∈∑   و g G gc g∈ ] في ∑′ ]F Gن إذا وفقط إذا  متساويي
gكان  gc c   و g لكل =′

• ( )( ) 1 2 1 2
,

gg G g g G g g G g g g g g gc g c g c g c c c
=∈ ∈ ∈′ ′′ ′′ ′= =∑ ∑ ∑   و∑

  التأثير الخطي 
, :g v gv G V V× →a  

] الفضاء المتجهي يتحدد بشكل وحيد إلى تأثير -F على Gللزمرة  ]F G على V،  
[ ], : ,g G g g G gc g v c gv F G V V∈ ∈ × →∑ ∑a  
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] إلى   Vالذي يحول    ]F G- المودولات الجزئية لهذا التأثير هي تماماً الفـضاءات        .  مودول
  . لا متغيرة-Gالجزئية 

)    ليكن   )G GL V→     تمثيلاً خطياً للزمرة G .   عندما يكونV   ًبـسيط  نصف( بسيطا  (
]كذلك  و ]F G-         مودول، يقال عادةً بأن التمثيل غير خزول (irreducible))    قابـل للتحليـل

نـصف  (ال، سوف نسميهم تمثيلاً بـسيطاً  على أي ح). completely reducible)بشكل تام 
  ).بسيط

]، عندئذ كل    Gيقسم   لا   F إذا كان مميز     8.7 قضية ]F G-     مودول هو مجموع مباشر 
  .لمودولات جزئية بسيطة

] Vليكن  . البرهان ]F G- إذا كان   .  مودولV       لا يوجد أي شيء لبرهانه  بسيطاً، عندئذ .
، Maschke من مبرهنة . Wمن جهة أخرى، يحوي على مودول جزئي فعلي غير معدوم 

V W W ′= ] عبارة عن    W حيث   ⊕ ]F G- إذا كان كـل مـن       .  مودولW   و W ′ 
عدد منته من كن أن نتابع النقاش، الذي ينتهي ببسيطاً، عندئذ يتم البرهان، ومن جهة أخرى، يم     

  . فضاء متجهي-F ببعد منته كما أنه Vالخطوات لأن 
] يمكـن أن يعتبـر     Gل الخطي للزمـرة         كما أنه نكون قد لاحظنا، بأن التمثي       ]F G- 

]، يجب أن نفهم     Gلهذا، حتى نفهم التمثيل الخطي للزمرة       . مودول ]F G-    مـودولات، و 
] الجبر   -Fلهذا يجب أن نفهم بنية       ]F G .      في المقطع الثالث التالي ندرسF-    الجبـر و 

 الجبـور  -Fمودولاتها، بشكل خاص، نبرهن مبرهنات ويدربورن المشهورة المتعلقة بـ             
  .التي تكون مودولاتها نصف بسيطة

   (Semisimple modules) لبسيطةالمودولات نصف ا
  . جبراً-A ،Fفي هذا الفقرة، نعتبر 

   يمكن أن يكون كعلاقة الاحتواء V مودول -A كل 9.7 قضية
{ }0 1 ... 0sV V V V= ⊃ ⊃ ⊃ =  

1iن زمر القسمة بحيث تكو iV V + A-إذا كان.  مودولات بسيطة  
{ }0 1 ... 0tV W W W= ⊃ ⊃ ⊃ =  

     علاقة الاحتواء الثانية عندئذs t=     و توجد تبديلة σ  للمجموعة { }1,...,s   بحيـث يكـون 

( ) ( )1 1i i i iV V W Wσ σ+   .i  لكل ≈+
  .، والذي يبرهن بنفس الطريقة(2.6) هولدر -إن هذا مختلف عن مبرهنة جوردان. البرهان
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   بفرض 10.7 تمهيدية
1 1... ...s tV V V V W W≈ ⊕ ⊕ ≈ = ⊕ ⊕  

sعندئذ  .  البسيطة jW و   iV مودولات   -Aمع كل    t=    و يوجد تبديلـة σ  للمجموعـة 
{ }1,...,s بحيث يكون ( )i iV Wσ≈.  
  .مكن تطبيق القضية عليهاكل تحليل يعرف علاقة احتواء، والتي من الم. البرهان

 مجموع مودولات جزئية بسيطة، نقـول       Vإذا كان     .  مودول -V  ،A ليكن   11.7 قضية
iبأن   I iV S∈= ي مـودول   ، عندئذ لأ  )الضروري أن يكون المجموع مباشراً    ليس من    (∑

   بحيث يكون I في J، توجد مجموعة جزئية V في  Wجزئي 
∈= ⊕ ⊕ ii JV W S  

 ـ     Jلـتكن   . البرهان  بحيـث يكـون المجمـوع       Iة فـي     المجموعـة الجزئيـة الأعظمي
def

J j J jS S∈= I= مباشراً و    ∑ JW S V .   أدعي أنJW S V+  Vبالتالي فـإن     (=
j حيث JS و Wمجموع مباشر لـ    J∈ .(  أولاً، لهذا، يكفي أن نبرهن بأن كل منiS 

JWمحتواة في    S+ .  لأنiS   ،بسيطة ( )i JS W S+I   يساوي iS   فـي الحالـة    . 0 أو
)الأولى،   )i JS W S⊂ 0J، وفي الحالة الثانيـة      + iS S =I   و ( ) 0J iW S S+ =I ،

  .Iوهذا يتناقض مع تعريف 

  : متكافئةV مودول -Aة على الآتي إن الشروط 12.7  نتيجة
(a)    V،نصف بسيط   
(b)    V،مجموع لمودولات جزئية بسيطة  

(c)    كل مودول جزئي في Vله متممة .  
 ينـتج   (c) مـن (7.8)هان ، ومن النقاش في بر (c) ينتج (b)تبين القضية بأنه من. البرهان

(a) . ومن الواضح أنه من(a) ينتج (b).  

 إن مجموع، المودولات الجزئية، و مودولات زمر القسمة للمـودولات نـصف            13.7 نتيجة
  .البسيطة هي نصف بسيطة

  .كل منها عبارة عن مجموع مودولات بسيطة. البرهان

F-ها الجبور البسيطة و مودولات (Simple F-algebra modules)   

. 0 أنه بسيط إذا لم يحو على مثاليات فعلية ثنائيـة الجانـب غيـر      A الجبر   -Fيقال عن   
  :الآتيسنجعله يتكرر باستخدام التوضيح 
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f:      إن نواة التشاكل     A B→   لـ F-     الجبور هو المثالي A     1 الـذي لا يحـوي ،
   بسيطاً،Aلذلك، إذا كان 

 عندئذ     fمتباين  .  

) نأخذ المصفوفة الجبريـة      14.7 مثال )nM F .   لكـل( ), nA B M F∈    العمـود ،j ،
( ) j
AB   لـ AB   هو jAB حيث jBالعمود j في B . أجل مصفوفة معطاة لذلك، من

B،  
( )

( )

0 0

0

j j

j j

B AB

B AB

= ⇒ =

≠ ⇒
  

)وبالتالي فإن المثالي اليساري لـ       )nM F        هو مجموعة مـن الـشكل ( )L I    حيـث I 
}مجموعة جزئية من   }1, 2,..., n و ( )L I مجموعة المصفوفات التي يكون فيها الأعمدةj 
jتساوي الصفر لكل     I∉ .         بحالة خاصة، المثاليات الأصغرية اليسارية هـي المجموعـات

{ }( )L j . ،ًمثلا  

{ }( )
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

3L
∗
∗
∗
∗

 
=   

 
}  و    }( )

0 0
0 0
0 0
0 0

2, 4L
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

 
=   

 
  

للمثاليات اليمينية الـشكل    . هي، على الترتيب، المثالي اليساري و المثالي اليساري الأصغري        
نفسه بالنسبة للحدود في الأسطر، ومنه فإن أي مثالي ثنـائي الجانـب غيـر معـدوم فـي                    

( )nM Fيشكل حلقة كاملة  .( )nM F عبارة عن F-جبر بسيط  .  

 معكوسـاً،  a جبر أنه جبر تقسيم إذا كان لكل عنصر غير معدوم -Fيقال عن    15.7 مثال
1ab بحيث يكون  bأي أنه، يوجد     ba= لهذا فإن جبر التقسيم يحقـق كـل المـسلمات    . =

مـن  ). غيـر تبـديلي    ولهذا السبب يدعى أحياناً حقـلاً     (حقلاً ما عدا القانون التبديلي      ليكون  
الواضح، أن جبر التقسيم لا يحوي على مثاليات فعلية، يسارية، يمينية، أو ثنائيـة الجانـب،                

  .وبالتالي فهي بسيطة
، المثالي اليساري (7.14)، عندئذ، كما في (division algebra) جبر تقسيم D     إذا كان

)في  )nM D هو مجموعات من الشكل ( )L I و ( )nM Dالتي تكون بسيطة .  

, لكل   16.7 مثال ×∈a b F   ولتكن ،( ),H a b      عبـارة عـن F-       جبـر مـع القاعـدة 
1, , ,i j k) F-والضرب المحدد بـ )  فضاء متجهي  

2 2, ,i a j b ij k ji= = = = −  

 يمكن أن يكون اختيارياً
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ikومنه  ( iij aj= )ندئذ  ع). . الخ = ),H a b   عبارة عنF-     جبر، يدعى الجبر الرباعي 
(quaternion algebra)  على F . مثلاً، إذا كانF =   عندئـذ ،( )1, 1H − الجبـر  −

)أولاً أن نبين بأن   يمكننا  . الرباعي العام  ),H a b  إما جبر تقسيم أو يتماثل مـع ( )2M F .
  . بشكل خاص، يكون بسيطاً

مثلاً، النقاشات العامة تبـين    . الكثير من الجبر الخطي لا يتطلب بأن يكون الحقل تبديلياً          17.7
 له قواعد ، وأن كل قواعده تحوي على D فوق جبر التقسيم  Vبأن المودول المنتهي التوليد     

 مـودولات   -Dبحالة خاصة، جميـع     . V (dimension) بعد   n نسمي   -nالعدد نفسه   
  .المنتهية التوليد تكون حرة

A جبر، و لنعتبر     -A F ليكن   18.7 A       رمزاً  لـ A-  الجـداء مـن    .  مودول يساري
xاليمين   xaa   على A A   بالعنصر a   في A   يكون A-      تشاكلاً ذاتياً خطياً لـ A A .

: تطبيق خطي    -Aعلاوةً على ذلك، كل      A AA Aϕ ) هو من هذا الـشكل   → )1a ϕ= .
  لهذا،

)       )اً متجهي فضاءF-نعتبره ( )EndA A A A  
x التطبيق aϕليكن  xaa .عندئذ  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
def

1 1 1a a a a a a aa a aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′′ ′= = = =o  
  ومنه

)  )              جبر-Fره نعتب( ) oppEndA A A A  
  وبالتعميم،

( ) oppEndA V A  
  ، و 1  (rank) الذي يكون حراً من المرتبة V مودول -Aلأي 

( ) ( )oppEndA nV M A  
  .n (cf. 7.30) من المرتبة V  مودول حر-A لأي

   (Centralizers) الممركزات
   هوB في A (centralizer)إن ممركز . B  الجبر-F جبراً جزئياً في -A ،Fليكن

( ) { },BC A b B ba ab a A= ∈ = ∀ ∈  
  .B جبر جزئي في -Fوهو أيضاً  
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 ١٣٠

)ذ الممركزات من ة، تؤخالآتيفي الأمثلة  19.7 مثال )nM F.  
)a(   لتكنA        مجموعة من المصفوفات السلمية فـي ( )nM F    ،أي أن ،nA FI= .

)من الواضح،  ) ( )nC A M F=.  
)b(   لتكن( )nA M F= . فإ ن  عندئذ( )C A    هو مركز ( )nM F    الذي نحـسبه ،

) في الموضع   1 المصفوفة الذي يكون فيها      ijeلتكن  . الآن ),i j والصفر في بقية 
 المواضع، لذلك

,

0,

== 
≠

i m

i j l m

e j l
e e

j l
  

ــتكن  ) لــ ) ( )i j na M Fα = ∈ . ــذ i,عندئــ j i j i ja eα = ــه ∑  ومنــ

lm i il ime a eα = lو                                         ∑ m j m j l je a eα = إذا . ∑
ــان  ــز  αك ــي مرك ) ف )nM F ــذ l، عندئ m l me eα α=، ــه 0ila ومن =                 

iلكل   l≠، 0m ja j لكل   = m≠   و ،l l m ma a= .    وبالتالي فإن مركز( )nM F 
.وفات السلمية هو مجموعة من                  المصف nF I . لهذا( ) . nC A F I=.  

)c(   لتكنA        مجموعة كل المصفوفات القطرية فـي ( )nM F .     ،فـي هـذه الحالـة
( )C A A=.  

)نلاحظ أنه في الحالات الثلاث،    )( )C C A A=.  

  )مبرهنة الممركزات المزدوجة( 20.7مبرهنة 
ــيكن ــيكن -A ،F ل ــراً، ول ــودول -V، A جب ــ م ــسيط أمين ــصف ب ــذ  . اًن عندئ

( )( )C C A A=) كز مأخوذة من المرا( )EndF V.(  
)ليكن  . البرهان )D C A=    و ليكن ( )B C D= .     من الواضـح أنA B⊂   ويـأتي ،

,...,1ة عندما نأخذ الآتيالاحتواء المعاكس من التمهيدية   nv v لتولد V باعتباره F-  فـضاء 
  .متجهي

,...,1  لأي 21.7 تمهيدية nv v V∈ و b B∈ يوجد ،a A∈ بحيث يكون   
1 1 2 2, ,..., n nav bv av bv av bv= = =  

1nنبرهن ذلك أولاً من أجل      . البرهان  مودول جزئي   -A عبارة عن    1Avنلاحظ بأن   . =
ــه Vفــي  ــودول جزئــي -Aيوجــد ) 12.7انظــر (، ومن ــي W م ــث V ف  بحي

1V Av W= V:ليكن  . ⊕ Vπ ) التطبيق   → ) ( )1 1, ,0av w ava)   الإسقاط الغامر
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)لخاصة  ، و يحقق ا   D خطي، وبالتالي يقع  في       -Aإنه  ). 1Avعلى   )v vπ  إذا وفقط   =
1vإذا كان  Av∈ . الآن  

( ) ( )1 1 1,bv b v bvπ π= =  
1ومنه  1bv Av∈ .كما هو مطلوب.  

 مرة بالتأثير القطري    V  ،n المجموع المباشر لـ     Wليكن  .      نبرهن الآن الحالة العامة   
A،أي أن ،  

( ) ( )1 1,..., ,..., , ,n n ia v v av av a A v V= ∈ ∈  

 فـي  Aإن ممركـز . (13.7)نصف بـسيط أيـضاً    مودول -A عبارة عن  Wعندئذ فإن 
( )EndF W    تتألف من المـصفوفات ( ) ( )

1 ,
, Endi j i j Fi j n

Vγ γ
≤ ≤

، بحيـث يكـون     ∋

( ) ( )i j i ja aγ γ=  لكـل a A∈ ،أي أن ،i j Dγ ∈ (cf. 30.7) .   بكلمـات أخـرى، إن
) في     Aممركز   )EndF A  هي( )nM D .      7.19نناقش كما في المثـال(b)   باسـتخدام ،

)المصفوفات   )i je δ    حيث يتوضع δ   في الموضع ij  و الصفر ببقية المواضع، يبين بـأن 
)ز ممرك )nM D في ( )EndF Wيتألف من المصفوفات القطرية   

0 0
0 0

0 0

β
β

β

 
 
  
 

L
K

M M O M
L

  

Bβحيث   1nنطبق الآن الحالة    . ∋ ، و الشعاع   A  ،W  ،b من التمهيدية بالنسبة لـ      =
( )1,..., nv vليتم البرهان .  

) جبر بسيط متماثل مع      -F  كل      22.7 مبرهنة )nM D    لبعض من n     و بعـض F- 
  .Dجبر تقسيم 

عندئـذA .  ، مثلاً، أي مثالي يساري أصغري فـي         Sمودول بسيط    -Aنختار  . البرهان
) بشكل أمين، لأن النواة لـ     S على Aيؤثر   )EndFA S→ كون مثالي ثنائي الجانب ست
  .0، وبالتالي يساوي 1 لا يحوي على Aفي 

) جبر -Fفي  A ممركز  D    ليكن   )EndF S لـ F-  التطبيق الخطـي S S→ .
) في     D، فإن ممركز    (20.7)بالعودة إلى مبرهنة الممركزات المزدوجة       )EndF S   هـي 

A  أي أن ،  ،( )EndDA S= .  تبين بأن(23.7)إن تمهيدية شور Dلذلك فإن .  جبر تقسيم
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SD-    نقول،   (17.7) مودول حر ،nS D≈   ومنه ،( ) ( )oppEndD nS M D≈)  انظر
7.18.(  

، إن  S مـودول بـسيط      -A و   A جبـر    -F لكـل    ) شـور  تمهيدية( 23.7 تمهيدية
( )EndA Sجبر تقسيم  .  

S التطبيق الخطي    -γ  ،Fليكن  . البرهان S→ .  عندئذ( )Ker γ A-    مودول جزئـي 
 يساوي الصفر، وفـي  γ في الحالة الأولى،   . 0 أو يساوي    S، وبالتالي فهو يساوي     Sفي  

  . خطي-A، أي أن، له معكوس وهو أيضاً الحالة الثانية يشكل تماثلاً

    الجبور البسيطة-Fالمودولات على
A، المودولات الجزئية فـي      A الجبر   -Fلأي   A          هـي مثاليـات يـسارية فـي A و ،

Aالمودولات الجزئية البسيطة في  Aهي مثاليات أصغرية بسيطة .  

 ـ     -Fإن أي مثاليين يساريين أصغريين من        24.7 قضية  -A الجبر البسيط متمـاثلان كـ
Aالمودولات اليسارية، و  Aمجموع مباشر لمثالياته اليسارية الأصغرية .  

)، يمكن أن نفرض أن      22.7بعد المبرهنة   . البرهان )nA M D=  لبعض الجبور البـسيطة 
D .   أن المثاليات الأصغرية في      (15.7)ذكرنا في ( )nM D    من الشكل { }( )L j .  مـن

}الواضح   }( )1 j nA L j≤ ≤= } و كل    ⊕ }( )L j    متماثل مـع nD    بتـأثير طبيعـي فـي 
( )nM D.  

عندئذ كـل    . S المودول البسيط    -A، و ليكن    A الجبر البسيط  -F  ليكن    25.7مبرهنة  
A-المباشر لعدد من  مودول يكون متماثلاً مع المجموع S.  

0تبين القضية بأن    . A المثالي الأصغري اليساري في      0Sليكن  . البرهان
n

A A S≈  لبعض 
n . 1لتكن,..., re eجموعة من مولدات  مVكذلك A-التطبيق .  مودول  

( )1,..., r i ia a a e∑a  
A مرة من    r كزمرة قسمة من المجموع المباشر       Vنعتبر   A ي فإنها زمرة قـسمة     ، وبالتال

0nمن  r S.  
، ومـن  0S عبارة عن مجموع مباشر لمودولات جزئية بسيطة كل منها يماثـل  Vلهذا، إن  
0V نجد بأن 11.7القضية  mS≈ لبعض m.  
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 مودولين جزئيين بسيطين يكونان -Aعندئذ أي  . A الجبر البسيط    -F  ليكن    26.7 نتيجة
  .ني متماثلF مودولين لهما البعد نفسه على -Aمتماثلين، وأي 

  .واضح من المبرهنة. البرهان

 محدد بشكل   D بشكل وحيد، و     A محدد بـ    7.22 في المبرهنة    n إن العدد    27.7 نتيجة
  .وحيد تحت سقف التماثل

)إذا كان   . البرهان )nA M D≈   عندئذ ،( )EndAD S≈   لأي A-     المـودول البـسيط 
S . يتم المطلوب25.7لهذا، ومن المبرهنة .  

  Fتصنيف جبور التقسيم على 

، بقي تصنيف جبور التقسيم علـى    F، لكي نصنف الجبور البسيطة على       22.7بعد المبرهنة   
F.  

  .  نفسهF هو Fجبرياً، إن جبر التقسيم الوحيد على  مغلق F عندما يكون 28.7 قضية
Dαلأي  . F جبر تقسيم على     Dليكن  . البرهان ] الجبر الجزئي    -F، إن   ∋ ]F α  في 

D المولد بـ α املية من درجة منتهية على لأنه منطقة تك(هو حقلF .( لذلكFα ∈.  

  إن تصنيف صفوف التماثل لجبور التقسيم على الحقل  هو واحد من المسائل الهامة و                 29.7
Fمن أجل   . الصعبة في الجبر ونظرية الأعداد     =     لوحيد هو الجبـر    ، يكون جبر التقسيم ا

 نفـسه  F هـو  F منتهياً، فإن جبر التقسيم الوحيـد بمركـز   Fإذا كان . الرباعي العادي 
  ).رنمبرهنة ويدربو(

). (normal)ناظمي سابقاً    ((central)مركزياً   F الذي مركزه    Fيسمى جبر التقسيم على     
زمـرة،  بين بروفير بأن مجموعة صفوف التماثلات لجبور التقسيم المركزية على حقل يشكل            

إن معنى ما جاء في .  للحقل(Brauer group)  21 زمرة برواير)  هاس و نوثيربـ( سميت 

                                                

FD(tensor product)إن الجداء التنسوري  21 D  هو جبـر بـسيط   F لجبرين بسيطين مركزيين على ⊗′
)مركزي أيضاً، و بالتالي يكون متماثلاً مع  )rM D D لبعض من الجبور البسيطة المركزية ′′   نعرف. ′′

D D D′ ′′=            
oppD هو العنصر الحيادي، و Fإن هذا الجداء تجميعي لأن الجداءات التنسورية تجميعية، صف تماثل  

  
 هو 

Dمعكوس   . 
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ول المغلقة جبرياً والحقول المنتهية هـي الـصفر، إن          الفقرة الأخيرة هو أن زمر برواير للحق      
 و تمديداتها المنتهيـة مـن   أحصيت زمر برواير في   . 2 من الرتبة    زمرة برواير في    

  . كنتيجة لصف نظرية الحقول1930قبل ألبيرت، برواير، هاس، و نوثير في عام 

F-   الجبور نصف البـسيطة ومودولاتهـا (Semisimple F - algebras 
and their modules)   

 مـودول نـصف بـسيط    -A أنه نـصف بـسيط إذا كـان كـل     A الجبر  -Fيقال إن   
(semisimple) .   أن   7.25المبرهنة  تبين لنا F-        الجبور البسيطة تكون نصف بـسيطة، و 

]تبين مبرهنة ماسشك بأن جبر الزمرة        ]F G      نصف بسيط عندما تكون رتبـة G  لا تقبـل 
  ).8.7انظر  (Fالقسمة على مميز 

  .    قبل عرض النتيجة الرئيسية لهذه الفقرة، نتذكر بعضاً من مبرهنات المودولات الأساسية

  ، ولنأخذ المودولات A الجبر -F  ليكن  30.7

1

1

n

n

M M M

N N N

= ⊕ ⊕

= ⊕ ⊕

L

L
  

:   التطبيق الخطي-Aوليكن  M Nα jلكل . → jx M∈ وليكن ،  

( ) ( )10,...,0, ,0,...,0 ,...,j mx y yα =  
jعندئذ فإن    ix y→    عبارة عن A-    التطبيق الخطي j iM N→    والـذي نرمـز لـه ،

iبالرمز   jα . لهذا، فإنα    يعرف المصفوفة m n×      الذي يكون فيها المعامل ij   عبارة عن 
A-      التطبيق الخطي j iM N→ .  وبالعكس، كل مصفوفة كهـذه( )i jα  تعـرف A- 

Mالتطبيق الخطي   N→،ًتحديدا ،  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

11 1 1 11 1 11 1

1 1 1

1 1 1

j n n n

def

j i ij jn j i in n

n m mj mn n m mn n

x xx x

x x x x

x x x x

α α α α α

α α α α α

α α α α α

 + +    
     
      = + +     
       + +      

L L L
MM M M M M

L La L
M M M M M M

L L L

  

  وبهذا، نرى
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(22)               ( ) ( )( )
1 ,1

Hom , Hom ,A A j i j n i m
M N M N

≤ ≤ ≤ ≤
            

Mإذا كان   ). جهية الفضاءات المت  -Fتماثل لـ   ( N= يصبح هذا التماثل تماثلاً لـ ،F- 
  ، عندئذ0M مرة من m مجموعاً مباشراً لـ Mمثلاً، إذا كانت . جبور

(23)                     ( ) ( )( )0End EndA m AM M M   

mمصفوفات من النوع( m× معاملاتها مأخوذة من الحلقة حيث إن ( )0EndA M.(  

  . جبر بسيط-F يكون متماثلاً مع جداء A جبر نصف بسيط -Fكل  31.7 مبرهنة
A التماثل الخطي    -Aباختيار  . البرهان i i iA r S→  مودولات بسيطة،   -iS A حيث   ⊕

)عندئـذ   . ولا يوجد تماثل بين أي اثنتـين منهمـا         ) ( )End EndA A A i i iA r S≈ لأن . ⊕
( )Hom , 0A j iS S i لكل = j≠،  

( ) ( )

( )

End End

i

A i i i A i ii

r ii

r S r S

M D

⊕ ∏

∏




  

)حيث  )Endi A iD S= . ،ومن جهة أخرى( ) oppEndA A A و لذلك (7.18) من ،  

( )opp
ir iiA M D≈ ∏  

   ، نحصل على التماثل وبتطبيق الجبر المعاكس

( )opp
ir iiA M D≈ ∏  

  نجـد بـأن      (7.15) جبـر تقـسيم، ومـن        iD، يكون   (23.7)بالعودة إلى تمهيدية شور     
( )opp

ir iM D عبارة عن F-جبر بسيط .  

 Modules over semisimple)  جبور نصف بسيطة -Fمودولات على  
F- Algebras)  

Aليكن   B C=  مـودول  -A يتحول إلـى     M مودول   -Bإن.  جبور -F جداء لـ    ×
  بالتأثير 

 22)(من 

  (23)من 
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( ),b c m bm=  

1 جبر نصف البسيط، و ليكن       -F ليكن   32.7 مبرهنة ... tA A A= ×  كل مـن    حيث إن  ×
iA عبارة عن F-لكل .  جبر بسيطiA ليكن ،iA-مودول بسيط iS (cf. 26.7).  

    (a)   كل iS      عبارة عن A-     مودول بسيط، و كل A-  مودول بسيط متماثل مـع iS 
  .تماماً

(b)     كل A- مودول يتماثل مع i i ir S⊕ لبعض ir ∈  و يكون المودولان ،i i ir S⊕ 
iو  i ir S′⊕ن إذا وفقط إذا كان  متماثليi ir r   .i لكل =′

 مـودول، و لا يوجـد   -A عندما نعتبره       بسيط iS من الواضح بأن كل من       (a). البرهان
A نجد بأن    (7.24)وبالتالي من   . تماثل بين أي اثنين منهما     i iA r S≈ ir لـبعض    ⊕ ∈  .

عندئذ فـإن التطبيـق     . S  عنصر غير معدوم في    x، و ليكن    S مودول بسيط  -Aليكن    
: Aa x A S→     غامر، وبالتالي فإن مقصوره على مجموعـةiS   فـي A A  لا يـساوي 

  .الصفر، وبالتالي فهو تماثل
    (b)       يبرهن على الجزء الأول من (a)من تعريف الحلقة نصف البسيطة، وعلى الجـزء   و

  .(10.7)الثاني من 

   G (The representation of G)تمثيلات 

]  إن بعد مركز      33.7 قضية ]F G   باعتباره F-        فضاء متجهي هو عدد صفوف الترافـق 
  .Gفي 

,...,1ليكن  . البرهان tC C       صفوف الترافـق فـي G     و، لكـل ،i    لـيكن ،ic   العنـصر 

ia C a
] في ∑∋ ]F G .سنبرهن على الحالة الأقوى:  

]      إن مركز                  (24) ]F G هو 
1

...
tc cF F⊕ ⊕  

,...,1بما أن  tc cمستقلة خطياً، لذلك يكفي أن نبين بأنها تولد المركز .  

g    لأي  G∈ و [ ]aa G m a F G∈ ∈∑،  

( ) 1 1
a aa G a Gg m a g m gag− −

∈ ∈=∑ ∑  
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1g من اليمين في المجموع هو aإن معامل  ag
m   ، ومنه −

( ) 1
1

aa G a G g ag
g m a g m a−

−
∈ ∈

=∑ ∑  

aaيبين هذا بأن     G m a∈∑     ينتمي إلى مركز[ ]F G        إذا وفقط إذا كانت الدالـة a maa 
aثابتة في صفوف الترافق، أي أن، إذا وفقط إذا كان  ia G im a Fc∈ ∈∑ ∑.  

aaن نعتبــر عــن العنــصر  يمكــن أ34.7 ملاحظــة G m a∈∑ فــي [ ]F G بــالتطبيق 
:aa m G F→a .   ،بهذه الطريقة[ ] ( )Map ,F G G F≈ .   إن تأثيرG   على [ ]F G 

)يتمثل بالتأثير    )( ) ( )1g f a f g a−=   لـكل g G∈    بالنسبة للدالة :f G F→ .  فـي
]البرهان السابق، بينا بأن عناصر مركز        ]F G      تتمثل تماماً بالدالـة :f G F→ التـي   و

  .(class function) بدوال الصف تسمى هذه الدوال. تكون ثابتة على كل صف ترافق

 حقل مميزه يساوي الـصفر بحيـث يكـون          F    في ما تبقى في هذا الفصل، نفرض أن         
[ ]F G        يتماثل مع جداء جبور المصفوفات على F .     مثلاً، يمكن أن نأخذF    ًليكون حقـلا 

  . 22مغلق جبرياً مميزه يساوي الصفر ، مثلاً، 

]    يدعى التمثيل  ] ( )( )GL F GG F G→ بالتمثيل المنظم (regular representation).  

] إن عدد صفوف التماثل في       (a) 35.7 مبرهنة ]F G-  سيطة متساوية مع عدد     مودولات ب
  .Gصفوف الترافق في 

   (b) إن جداء أي تمثيل بسيط S في تمثيل منتظم يساوي درجته dimF iS.   
(c)    1 لتكن,..., ts s مجموعة تمثيلات لصفوف متماثلة من G −F  ،مودولات بـسيطة 
dim=iوليكن  F if Sعندئذ   

2
1 ii t f G≤ ≤ =∑  

] من الفرض،    (a). البرهان ] ( ) ( )
1

...
tf fF G M F M F≈ ×  لمجموعة مـن الأعـداد      ×

,...,1الصحيحة  tf f.  

                                                
F، يكون عندئذ (7.8)من مبرهنة ماشك  22 G  مباشراً لجبور بسيطة  نصف ب سيط، وبالتالي يكون جداء

، لكن جبر التقسيم الوحيد الذي يكون (7.22)كل منها عبارة عن جبر المصفوفات على جبر تقسيم . (7.32)
 .(7-28)حقلاً مغلق جبرياً هو الحقل نفسه 
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]، يكون عدد صفوف التماثل من         32.7من المبرهنة    ]F G-    المودولات البسيطة هو عـدد 
 الجبور يساوي جـداء مراكزهـا، و بالتـالي إن مركـز      -Fإن مركز الجداء    . tالعوامل  

[ ]F G    متماثل مع t F .   لذلك فإنt     يساوي بعد مركز F       الذي نعلم بأنه يساوي عـدد ،
  .Gصفوف الترافق في 

    (b) (14.7) باستخدام الرموز في ،( ) { }( ) { }( )1 ...fM F L L r⊕ ⊕.  
    (c) على المساواة  ببساطة نحصل  

[ ] ( )1dim dim
iF F fi tF G M F≤ ≤= ∑  

   G(The characters of G)ميزات

)نتذكر بأن الأثر     )TrV α   للتشاكلات الذاتية : V Vα  فـي الفـضاء المتجهـي هـو     →
i ja∑   حيث ( )i ja   مصفوفة α      بالنسبة لبعض القواعد لـ V .     إنها مستقلة عن اختيـار

  ).ر المصفوفات المترافقة متساويةإن أثا(القواعد 

)    نحصل من كل تمثيل  ): GLg gv G V→a على الدالة ،χV على G ،  
( ) ( )χ = VV g Tr gv  

χنلاحظ بأن   . ρ (character)يدعى بالميزة    V      يعتمد على صف التماثل لــ [ ]F G- 
أو  ((simple) بـسيطة  χيقال بأن الميـزة  . عبارة عن دالة صفية   χV، وبأن   Vمودول  

إن الميزة الأساسية  .  مودول بسيط  -FG إذا كانت معرفة على      (irreducible)) غير خزولة 
(principal character) 1χ    هي تلك الميزة المعرفة بالتمثيـل التافـه للزمـرةG)   ومنـه

( )1 1gχ g لكل = G∈( و الميزة المنتظمة ،(regular character)  regχ   هـي تلـك
)بحساب   . الميزة المعرفة بالتمثيل المنتظم    )reg gχ   باسـتخدام عناصـرG   كقواعـد لــ 

[ ]F G      في البداية نرى بأن ،( )reg gχ     هو عدد العناصر a   في الزمرة G  بحيث يكـون 
ga a=ومنه ،  

( )
,

0 ,
reg

G g e
g

g e
χ

 == 
≠
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χ، عندئذ يقال بأن الميزة      1 من البعد    Vعندما يكون    V   خطية (linear) .   ،في هذه الحالة
( )GL V F ×    و منه ،( ) ( )χ ρ=V g g .  ،لذلكχ V    هو تشاكل ×→G F  ومنه ،

  .يتوافق بشكل أساسي مع التعريف الأول" الميزة الخطية"فإن هذا التعريف 

V و V مودول -G لأي 36.7 تمهيدية ′،  

χ χ χ′ ′⊕ = ⊕V V V V  

V مع بالنسبة لقاعدة     Lgبحساب مصفوفة   . البرهان V  V التي تشكلت بتركيب قاعدة    ⊕′
Vمع قاعدة  ′.  

,...,1    لتكن   tS S   ت صفوف التماثل من      مجموعة كل تمثيلاFG-     مـودولات بـسيطة 
,...,1كن  ليكون التمثيل التافه، ولت1Sبحيث نختار  tχ χالميزات المقابلة .  

,...,1إن الدوال   37.7 قضية tχ χ مستقلة خطياً على F  1، أي أنه، إذا كـان,..., tc c F∈ 
)بحيث يكون  ) 0i ii c gχ g لكل ∑= G∈ كل عندئذ ،icتساوي الصفر .  

]نكتب  . البرهان ] ( ) ( )
1

...
tf fF G M F M F≈ × )، وليكن   × )0,...,0,1,0,...,0ie =. 

 عندئذie على 1 تؤثر كما يؤثر iS على 0 و كذلك jS لكل i j≠ومنه ،  

(25)                       ( )
dim ,

0 ,

i F i

j i

f S j i
e

j i
χ

= == 
≠

  

  لذلك 

( ) ,i i i i ii c e c fχ =∑  

  .تي منها ينتج مايليو ال

F يكون 38.7 قضية G-ن إذا وفقط إذا كانت ميزاتهما متساويةلان متماثلي المودو.  
بالعكس، إذا كان   . تماماً بأن ميزة التمثيل تعتمد فقط على صف التماثل لها          لقد برهنا . البرهان

1≤ ≤= ⊕ i ii tV c S  ،ic ∈      فإن ميزتها هي 1، عندئذχ χ≤ ≤= ∑ i ii tV c (25)، و من 
)يتبين بأن    )χ=i i ic V e f .   لذلك فإنχ V  يحدد الجداء بكـل iS   تظهـر فـي V ،

  .V لـ وبالتالي فإنه يحدد صف التماثل
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0p يحوي على المميـز      F  تكون القضية خاطئة إذا كان        39.7 مـثلاً، إن التمثيـل     . ≠

( ) ( )2
1 : GL0 1

i
p

i C Fσ →a   في (c1.7)       ليس تافهاً، لكنه يحوي على الميزة نفسها  

 لا يقسم رتبة الزمرة، لأنه، لأي F القضية خاطئة عندما يكون مميز      حتى أن . التمثيل التافه ك
)تمثيل  )GLG V→ يكون مميز تمثيل ،G على pVيتطابق معه الصفر .  

G    أي دالة    F→        التي يمكن أن يعبر عنها كـ Z-    تركيب خطي من الميزات تـسمى 
  .(virtual character)23بالميزة التقديرية 

  . التقديريةG قاعدة لميزات -Z تشكل G إن الميزة البسيطة للزمرة 40.7  قضية
,...,1لتكن  . البرهان tχ χ     الميزات البسيطة في G .    فإن ميزات عندئذG    هي تماماً الدوال 

i,الصفية التي يمكن أن يعبر عنها بالشكل       i im mχ ∈∑ ديريـة  ، ومنه فإن الميزات التق
i,هي تماماً الدوال الصفية التي يمكن أن يعبر عنها بالشكل            i im mχ ∈∑ Z.    لـذلك فـإن

 7.37 مودول للميزات التقديرية ، و تبـين القـضية    -Zالميزات البسيطة تولد بالتحديد الـ      
  ).Fو حتى على  (Zبأنها مستقلة خطياً  على 

  .G قاعدة للدوال الصفية على -F تشكل G  إن الميزات البسيطة في 41.7 قضية
 إلـى   Gافقة في   إن الدوال الصفية هي الدوال المؤلفة من مجموعة الصفوف المتر         . البرهان

F .     كما أن هذه المجموعة تحوي علىt    عنصر، تشكل F- بعده اً متجهي  فضاء t .  كما أن
ستقلة خطياً للفضاء المتجهي لذلك، يجب أن تشكل        الميزات البسيطة هي مجموعة العناصر الم     

  .قاعدة

c ثابت بالنسبة للترافق المركب  حقل جزئي في F    نفرض الآن بأن  ca.  
  ، تعرفG  على 2f و 1f    للدوال الصفية 

( ) ( ) ( )1 2 1 2
1

∈
= ∑a Gf f f a f a

G
  

  .G فضاء الدوال الصفية على -Fهو جداء داخلي على ) | (  إن الزوج42.7 تمهيدية
  علينا أن نبرهن بأن . البرهان

                                                

 طريقة واحـدة لتعمـيم   يوجد أكثر من: بعض المؤلفين يدعونها الميزات العامة، لكن حتى يكون هذا متجنباً      23
  .مفهوم الميزة
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• ( ) ( ) ( )1 2 1 2+ = +f f f f f f f 1 لكل الدوال الصفيةf ،2f ،f، 

• ( ) ( )1 2 1 2,=cf f c f f لكل c f∈ 1 و الدالتين الصفيتينf ،2f، 

• ( ) ( )2 1 1 2=f f f f 1 لكل الدوال الصفيةf ،2f، 

• ( ) 0>f f لكل الدوال الصفية غير المعدومة f. 

  .إن كل ذلك واضح من التعريف

]    لكل   ]F G- دول   الموV   يرمز ،[ ]F G    للمودول الجزئي من العناصر المثبتـة بــ 
G:  

{ }, ;GV v V gv v g G= ∈ = ∈  

1 العنصر π ليكن 7.43 تمهيدية
a G a

G ] في ∑∋ ]F G . لأي[ ]F G- المودول V ،

vπ هو إسقاط بصورة GV.  
gلأي . البرهان G∈،  

                        (26)1 1
a G a Gg ga a

G G
π π

∈ ∈
= = =∑ ∑  

π والتي منها يكون  π π=)  فيF- الجبر [ ]F G .( لذلك، لأي[ ]F G- المودول 
V ،2

v vπ π=ومنه vπ إذا كانت. إسقاطاً يكونv 0 صورتها، نقول بأنv vπ= ،
 عندئذ  

def

0 0g v g v v vπ π= = =  
Gvوبــالعكس، إذا كــان . GV ينتمــي إلــى vومنــه فــإن  V∈ضــح أن  ، مــن الوا

1
a Gv av v

G
π

∈
=   .π ينتمي إلى صورة لـ v، ومنه فإن ∑=

]  لأي 44.7 قضية ]F G- مودول V،  

( )1dim χ
∈

= ∑G
F a GV V a

G
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 ١٤٢

 المجموع المباشـر    V إسقاط، يكون    vπلأن  . 7.43 كما في التمهيدية     πليكن  . البرهان
لـذلك،  . GV فضاءاتها الذاتية، و نبين بـأن الحـرف هـو            -1 فضاءاتها الذاتية و     -0لـ  

( )Tr dim G
FV V Vπ    جهة أخرى، لأن الأثر هو دالة خطية،من. =

( ) ( ) ( )1 1Tr Tra G a Gv V V a v V a
G G

π χ
∈ ∈

= =∑ ∑  

]  لأي 45.7 مبرهنة ]F G- المودولين V ،W،  

[ ] ( ) ( )dim Hom ,F F G V W V Wχ χ=  
)ى الفضاء    عل Gتؤثر الزمرة   . البرهان )Hom ,F V W    لــ F-     التطبيقـات الخطيـة 

V W→،لقاعدة   
( )( ) ( )( ) ( ), , Hom , ,Fg v g v g G V W v Vϕ ϕ ϕ= ∈ ∈ ∈  

)و  ) ( )Hom , Hom ,G
F F GV W V W=.  

χ و χ  إذا كان 46.7 نتيجة ′ميزتين بسيطتين، عندئذ   

( )
1,

0,

χ χ
χ χ

χ χ

′=′ = 
′≠

  

  .Gلذلك فإن المميزات البسيطة تشكل قاعدة متعامدة لفضاء الدوال الصفية على 

  قائمة خواص الزمرة 
  للكتابة 

  الأمثلة 
  .للكتابة

المساهمين الأساسـيين   " العمل   نلاحظ بأن العهد التاريخي لتمثيل نظرية الزمر المنتهية، يؤكد        
فيرديناند  جورج فروبينيوس،  ويليام برينـسايد،        : الأربعة لهذه المبرهنة في مراحل تشكيلها     
  "Curtis 1999غساي سيشور، ريتشارد برواير، انظر 

  للكتابة

  الزمر الجبرية الخطية
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لمنفـصلة و   الزمر الجبرية البـسيطة ا     تصنبف على  لتكون قادرة   المبرهنة بشكل كاف   تطور
نناقش كيفيـة تـسجيل     . نذكر كيف نشأت زمر كوستير    . تمثيلاتها في حدود مخططات دنكين    
  .زمر المصفوفات البسيطة المنتهية

  طبولوجية الزمر
قياسات هار، تصنيف الزمر المتراصـة      : ةالآتيتطور المبرهنة الأساسية و تناقش المواضيع       

  .لزمر المتراصةموضعياً الأبلية، ثنائية بونتريغين، تمثيل ا

  زمر لي
تطور المبرهنة الأساسية، إن معظم الزمر الطبولوجية هي زمر لي، تشرح العلاقة بين الزمر              

  الجبرية، و تستنتج تصنيف الزمر البسيطة، تذكرة بالزمر الجزئية الحسابية  
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  Aالملحق 

  تمارين محلولة

أتوقع من الطلاب   . بين الحلول الكاملة أحياناً أخرى    تتراوح هذه الحلول ما بين التلميح أحياناً و       
  .أن يكتبوا الحل بشكل كامل

2 هو   2بالاختبار، إن العنصر الوحيد من الرتبة       . 1-1 2c a b= 1gcgبمـا أن    . =  هـو   −
1gcg، أي أن،      c، وبالتالي يجب أن يساوي      2أيضاً من الرتبة     c− g لكل   = Q∈ . لهذا

}، و   Q تتبادل مع جميع عناصر      cفإن }1,c        زمرة جزئية ناظميـة فـي Q .   إن الزمـر
  ).35.1aانظر( وهي ناظمية بشكل تلقائي ، 8، أو 4، 1المتبقية من الرتب الجزئية 

)إن العنصر .  2 -1 )1 1
0 1ab )، و = ) ( )1 1 1

0 1 0 1
n n=.  

}نأخذ المجموعات الجزئية    .  1-3 }1,g g ين كل مجموعة تحوي على عنـصر     . G من   −
بما أن .  عنصر1، في الحالة التي تحوي على       2 أو   1 الذي  يكون من الرتبة       gفقط ما عدا    

G        عـدد ) لا يساوي الـصفر    ( تساوي الاجتماع المنفصل لهذه المجموعات، يجب أن يوجد 
 يوجد عنصر واحد على الأقـل مـن    عنصر ، وبالتالي 1 من المجموعات المؤلفة من      زوجي
  .2الرتبة 

Gبما أن الزمرة    .  4- 1 N      مـن الرتبـة n  ،( ) 1ngN g لكـل    = G∈)   مبرهنـة
)لكن  ). نجلاغرا )n ngN g N=    ومنـه ،ng N∈ .        بالنـسبة للحالـة الثانيـة، نعتبـر

{ } 31,N Dτ= τ، لكـن العنـصر      3وهي من الـدليل     . ⊃ σ      ومنـه   2 مـن الرتبـة ،
( )3 Nτ σ τ σ= ∉.  

a,ليكن  .  5- 1 b G∈ .   و لدينا( )22 2a b ab e= = ababبحالـة خاصـة،     . = e= .
ab، نجد بأن baبالضرب من اليمين بالعنصر  ba=.  

من الواضح أن قابلية القياس هي عملية انعكاسية وتناظرية، يكفي أن نبـرهن بأنهـا               . 6- 1
، G بـدليل منتـه فـي     G زمرة جزئية في Hسوف نستخدم على أنه إذا كانت   . متعدية
  عندئذH G ′I      من دليل منته في G G لأي زمرة جزئية   ′ لأن التطبيق الطبيعي    (G في   ′
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G H G G H′ ′ →I 1باستخدام هذا التطبيق، ينتج بأنـه إذا كانـت         ).  غامرH 3 وH 
1، عندئذ2H   قابلة للقياس مع     2 3H H HI I         1 من دليـل منتـه فـي 2H HI       و فـي 

2 3H HI) 1بالتالي في   وH   3 وH ً1كمـا أن      ).  أيضا 3 1 2 3H H H H H⊃I I I ،
  .3H و 1Hوهي أيضاً من دليل منته في كل من 

نلاحظ أولاً أن أي زمرة مولدة بمجموعة تبديلية من العناصر يجب أن تكون تبديليـة،               . 2-1
}، نجد بأن أي تطبيق      (2.8)من  .  تبديلية في المسألة   Gومنه فإن الزمرة     }1,..., na a A→ 

Gمدد بشكل وحيد إلى التشاكل  تبديلية يت  Aحيث   A→  ومنه فإن للزمـرة ،G  الخاصـة 
  .iaالعامة التي تميز الزمر الحرة الآبلية على المولدات 

2-2 .(a)    إذا كان a b≠     فإن الكلمة 1، عندئذ 1... ...a a b b− 1 مختزلة و    − لـذلك، إذا   . ≠
1nكان   na b − =   عندئذ ،a b= .( )b    بـشكل مـشابه  .(c)        إن الـشكل المختـزل لــ 

, 1nx x   . على الأقلn، من الطول ≠

2-3 .(a)  بشكل عام  .(b) C C∞ C و   1 تبديلية، و الزمر الحرة التبديلية هي        ×∞ .  فقـط  ∞
(c)    بفرض أن a        1 كلمة مختزلة غير خالية فـي,..., nx x      نقـول بـأن ،...ia x=)  أو
1 ...ix jلكل  ). − i≠       إن الشكل المختزل لــ ،

def
1 1, − −  = j j jx a x a x a     لا يمكـن أن 

  . لا يتبادلانjx و aيكون خالياً، ومنه فإن 

2للزمـرة  .  2b هو   2الوحيد من الرتبة    إن العنصر   . 2-4
nQ b  المولـدان a و b ،

22والعلاقات   2 1 11, 1,
n

a b b a b a
− − −= = 22nD، والذي هو تمثيل للزمـرة      = انظـر   (−

2.9.(  

2-5 .(a)    4 بمقارنة تمثيل 2
4 , , 1D r s s r s r=  نقتـرح   وضـع       G مع تمثيـل     =

r a b= و s a= . بأنه توجد التشاكلات) 2.8باستخدام (راجع :  
1

4 4, , , , ,D G r a b s a G D a s b s r−→ →a a a a  
4 إن كل من المركبات      4D G D→ 4G و   → D G→  هي التطبيقات المحايدة على     →

  . تهمل(b). فهي التطبيقات المحايدة)  أيضا2.8ً(العناصر المولدة، ولذلك 

3بملاحظة أن   . 2-6 1 3 1a b a b c b− 3لكن  . =− 1b 3 و   = 1c 1aك  لذل. = عندئذ من  . =
1bالعلاقة الأخيرة نجد بأن  =.  
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ــر . 2-8 2x ،xإن العناص y ،2y   ــأن ــرى ب ــسهولة ن ــواة، وب ــى الن ــي إل  تنتم
2 2, , ,x y x x y y    باعتبارها ( يجب أن تولد النواة    ، وبالتالي 2) على الأكثر ( من الرتبة

في البداية يمكننا مباشرةً أن نبـرهن بـأن     ).  المسألة غير واضحة   –زمرة ناظمية على الأقل     
 p. 30 نلاحظ بأن الصيغة في (2.6). سشرير -هذه العناصر حرة، أو نطبق مبرهنة نلسون

2.2 حرة ومن الرتبة تتنبأ بأن النواة) بشكل دقيق( 2 1 3− + =.  

 مـن زمـرة منتهيـة و يحققـان     t و sعلينا أن نبين بأنـه إذا كـان العنـصران          . 2-8
1 3 5t s t s− 1nsلذلك، . ١ يساوي g، عندئذ فإن العنصر المعطى   = تكـون  . n لبعض =

)الحالة المشوقة عندما     )3, 1n 3rsلكن في هذه الحالة،     . = s=    لبعض من r .   و بالتـالي

( )1 3 1 3 5rr rt s t t s t s− −=   الآن، . =
( ) ( )1 1 1 1 1 5 5 1;r rg s t s t s t s t s s s s− − − − − −= = =  

أخذت وقتاً لأرى ذلك أيضاً، لكـن مـا         . في مسألة كهذه، بحثت عن نموذج للتفصيل      [ انظر  
 لـذلك   Gن فيها، كما فعلته العلاقات بالنـسبة لــ          مرافقا gحدث أخيراً أنه كان للعنصر      

  ].قة بينهم حاولت أن أجد العلا

2إن النقاط الموصلة للحل هي أن       . 3-1 na a a=  لنـرى بـأن     (1.49)نطبق  . ×

2nDتتحلل كما في الجداء .  

G عندئذG . في 2 الزمرة الجزئية الوحيدة من الرتبة      Nلتكن  . 3-2 N  4 من الرتبـة ،
Qلكن لا توجد زمرة جزئية       G⊂    1 حيث   4 من الرتبةQ G =I)       لأن كل زمـرة مـن

G، ومنه   )2 تحوي على زمرة من الرتبة       4الرتبة   N Qϕ≠ بـنفس النقـاش    . Q لأي   ×
  .4نطبقه على الزمر الجزئية من الرتبة 

gلأي  . 3-3 G∈  ،1gMg لهذا . M، و لذلك فهي تساوي      m زمرة جزئية من الرتبة      −
M، و   Gزمرة جزئية ناظمية في     ) Nشابه  وبشكل م  (Mفإن   N      زمرة جزئيـة فـي 
G .      إن رتبة أي عنصر فيM NI   يقسم ( )gcd , 1m n الآن . 1، ومنه فهي تساوي     =

M أن   (1.50)تبين   N M N× m، والتي بعد ذلك ستكون من الرتبة     ≈ n وبالتالي فهي ،
  .Gتساوي 

)بين أن   . 3-4 )2 2GL F          2 تبادل المتجهات الثلاثة غير المعدومـة فـي 2×F F)   فـضاء
  ).2F على 2متجهي من البعد 

  نكتب الزمرة الرباعية بالشكل. ة مقترحة من قبل القارئينالآتيإن الحلول . 3-5
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{ }1, , ,Q i j k= ± ± ± ±  
(A)    ًنكتب ستة عناصر من .  نأخذ مكعباQ الستة حيث  على الأوجه 4 من الرتبةi هو 
 ـ كل دوران للمكعب ينتج تماثلاً    .. ، الخ −iمعاكس )، و   Q للزمـرة    اً ذاتي )Aut Q   هـي 

  .4Sالزمرة التناظرية للمكعب، 
(B)    مرة  تحوي الزQ و ستة عناصر مـن  1-، وهو تحديداً 2 على عنصر من الرتبة ،

, وهي تحديداً    4الرتبة   ,i j k± ±  إلـى   1- يجب أن يرسـل      Q للزمرة   αأي تماثل   . ±
,نلاحظ بأن   . 4ة  نفسه و ويبادل العناصر من الرتب      ,i j k j k i k i j= = ، لذلك فإن   =

α                يجب أن ترسل المجوعات المرتبة بشكل دائري إلى المجموعات نفسها، أي ، إلى أحـد 
 :المجموعات الثمانية التي في القائمة

i j k i j k

i j k i j k

i k j i k j

i k j i k j

− −

− − − −

− − − −

− −

  

)ولأن   )1 1α −  أسطر القائمة، وليس من الصعب أن نرى بأن كـل     αكن أن تبادل    ،  يم  =
  .التباديل ممكنة

  إن الزوج. 3-6
1 0
0 1
0 0 1

b
N c

    =      
 و 

0 0
0 0
0 0

a
Q a

d

    =      
  

  ) بأنMapleيقول  ((i)مثلاً، من أجل . (3.7)في (iii) و (ii) و (i) يحقق الشروط 

( )

( )
1

11 0
0 1 0 0 10 0 1 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

b b ab
d da b b a b ca c c a c c ac
d dd d

−

 − + + 
       
      = − + + 
            

  
 

  

  .لا تشكل جداء مباشراً للزمرتين لأنها ليست تبديلية

C للزمرة   اً مولد gليكن  . 4-1 1gعندئذ فإن المولد الآخر الوحيد هو       . ∞ ، و التماثل غير    −
1gالتافه الوحيد هو     g −a .  بالتالي( ) { }Aut 1∞ = ±C .   إن التشاكل( )3 3Aut→S S 

)متباين لأن    )3 1Z S  من الرتبة   3a و   1a  ،2a يحوي على ثلاثة عناصر هي       3S، لكن   =
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 ١٤٨

، و 3S يولـدان  b و 1aن إن العنصري. 3 من الرتبة 2b و bن وهما  و على عنصري 2
)جل يوجد فقط ستة احتمالات من أ )1aα ،( )bαومنه ،( )3 3Aut→S Sًغامر أيضا .  

)، ولـتكن    G زمرة جزئية فعلية في الزمـرة        Hلتكن  . 4-2 )GN N H= .   إن عـدد
) يحقق   Hمرافقات   ) ( ): :G N G H≤) بما أن كل مرافق لـ      ). 4.8نظر  اH  يحوي 

)على  ):1Hفي ) على الأقل ( عنصر و المرافقات تتداخل{   ، نرى بأن 1{
.( )( ) ( )1 : :1 :1gHg G H H G− < =U  

  . لتكون مجموعة من تمثيلات صفوف الترافقSبالنسبة للجزء الثاني، نختار 

، والتـي  2p من الرتبـة  N، توجد زمرة جزئية ناظمية 4.18 و  4.17بالعودة إلى   . 4-3
، N و لا ينتمي إلـى       p من الرتبة    c تحوي على عنصر   Gنبين الآن أن    . تكون تبديلية 
Gوبالتالي فإن  N cϕ=   ...، الخ×

) نواة التطبيق    N، ولتكن p زمرة جزئية دليلها     Hلتكن  .  4-4 )Sym→G G H- 
Nإذا كان   ). 4.22انظر   (H ومحتواة في    Gوهي أكبر زمرة جزئية ناظمية في        H≠ ،

  عندئذ( ):H N       تقبل القسمة على العدد الأولي q p≥   و ،( ):G N     تقبل القسمة علـى 
pq . لكنpq لا تقسم !p-وهذا تناقض .  

2mN، وليكن   2mS في   Gنثبت  . 4-5 S G= I .  2عندئذ 2 2m mG N S A C→ = ،
)ومنه   ): 2G N ,...,1، وليكن   G في   2 عنصر من الرتبة     aليكن  . ≥ mb b   مجموعـة 

}، لذلك فـإن     G في   aمن المرافقات اليمينية للزمرة      }1 1, ,..., ,m mG b a b b a b= . إن
)لة   مناق m هو جداء    2mS في   aصورة   ) ( )1 1, ,..., ,m mb a b b a b    وبما أن ،m  ،فردي 

aينتج بأن  N∉.  

4-6 .(a)        32 إن عدد الأسطر الأولى الممكنة يساوي 32، و الأسطر الثانيـة      −1 ، و  −2
3الأسطر الثالثة  22 )، وبالتالي −2 ):1 7 6 4 168G = × × =.  

(b)   3 ليكن
2V = F .  32عندئذ 8V = كل خط مار من مبدأ الإحداثيات يحوي علـى         . =

7Xنقطة واحدة تماماً لا تساوي مبدأ الإحداثيات، ومنه  =.  
(c)ل قائمة بالمميزات الممكنة و كثيرات الحدود الأصغرية نشك:  
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 ١٤٩

   الحدودية الأصغرية                المميزات       رتبة العنصر في الصف          الحجم  
            1                      1           1X +              3 2 1X X X+ + +                                                                

     2                               21          ( )21X +            3 2 1X X X+ + +                                
4                                   42      ( )31X +            3 2 1X X X+ + +                                
) نفسه                   56                  3 )( )3 21 1 1X X X X+ = + + +     
2) غير قابل للتحليل   (   نفسه                   24              7 1X X+ +       

3) غير قابل للتحليل (             نفسه                  24        7 2 1X X+ +  

  .إن الحجم هنا يرمز إلى عدد عناصر صفوف الترافق
3 التشاكل الذاتي مع كثيرة الحدود المميـزة      αليكن  : 5الحالة   2 1X X+ نجـد مـن   . +

7كونها كثيرة حدود أصغرية أن       1α  عبـارة   Vنلاحظ أن   . 7 من الرتبة    α، ومنه فإن    =
]عن   ]2 αF-             مودول حر ومن رتبـة واحـدة، ومنـه فـإن ممركـز α    فـي G     هـو 

[ ]2 Gα α=IF .  لهذا( ) 7GC α  يـساوي   α، وعدد العناصر في صف ترافق       =
168 7 24=.  

  .5تماماً كما في الحالة : 6الحالة 
1هنا : 4الحالة  2V V V= ]  كما أنه ⊕ ]2 αF- مودول، و   

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
2 2 21 2End End Endα α α= ⊕V V VF F F  

)ينتج أن  ) 3GC α 168 يساوي α، ومنه عدد مرافقات = 56
3

=.  

)يكون هنا  : 3الحالة  ) [ ]2GC Gα α= = ≥IF 4، التي تكون من الرتبة.  
  . هو العنصر الحيادي هناα: 1الحالة 
1في هذه الحالة  يكون      : 2الحالة   2V V V= ] عبارة عن    ⊕ ]2 αF-     مودول، حيث يـؤثر 

α   1 على   1 كتأثيرV    2  ويملك كثيرة الحدود 1X إما تتحلل، أو إنها بـسيطة  . 2V على +
  .نلاحظ بأن صف الترافق هذا يحوي على العناصر الباقية

(d) 3168 بما أن 2 3 7= ×   الرتبة ، ستكون الزمرة الجزئية الخاصة غير التافهة من ×
 84، أو 24 ,21 ,56 ,28 ,14 ,7 ,24 ,12 ,6 ,3 ,8 ,4 ,2

} ناظمية، ستكون عبارة عن اجتماع منفصل لـ         Hإذا كانت     و بعض صفوف الترافق     1{
)الأخرى، ومنه    ):1 1 iN c= + ، لكـن لـن   56، أو 42،  24،  21تـساوي    ic حيث   ∑

  .يحدث هذا
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)بما أن   . 4-7 ) ( )Aut→G Z G G    نرى أن ،( )G Z G     نجد  (4.19) دائرية، و من 
r  منتهية و غير دائرية، فهي تحوي العاملGإذا كانت .  تبديليةGبأن  sp p

C C× الخ  ..  

)من الواضح أن    . 4-8 ) ( )( )( )1 1 1i j j i j= .      بالتالي أي زمرة جزئيـة تحـوي علـى
( ) ( )12 , 13   . مولدة بالمناقلاتnS تحوي على كل المناقلات، و نعلم بأن ...,

ــأن  . 4-9 ــظ بــ )نلاحــ ) ( )G HC x H C x=Iــيكون  ، و ــالي ســ  بالتــ
( ) ( ) ( ).H G GH C x H C x C x≈ .         برهن أن كل صف يحوي على نفس العددc  من 

  عندئذ . العناصر
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ): : . . :G G G GK G C x G H C x H C x C x kc= = =  

4-10 .(a)      بالنسبة للثانية، نلاحظ أن     .  المساواة الأولى تأتي من المسألة السابقةσ   تتبـادل 
، إذا كـان    )طولها فـردي  أي أن،   (ة  مع كل الأدوار في تحليلها، ومنه يجب أن تكون زوجي         

و تتبادل مع .  مناقلة تتبادل معهمk، يمكن أن نجد أولاً جداء  kلدورين الطول الفردي نفسه     
σ        وبالعكس، نبين أنه إذا كانت تجزئة ،n      المعرفة بـ σ     تتألف مـن أعـداد صـحيحة 

  . فقط مع الزمرة المولدة بالأدوار في تحليلها الدوريσمختلفة، عندئذ تتبادل 
    (b)     7في   نسجل صفوف الترافقS لتكافؤ زوجيـاً  عندما يكون ا  (، التماثل، و    ، أحجامها (

  .7Aفيما إذا كان منفصلاً في  
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)تحوي       )7C σ        7 منفصلة فيA    الدور           الحجم    تماثل   
( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( )( ) ( )
( )( )
( )( ) ( )( )( )
( )( )
( )( )( )
( )( )( ) ( )

1 1 1
2 12 21
3 123 70 67
4 1234 210
5 12345 504 67
6 123456 840
7 1234567 720 2520 720
8 12 34 105 67
9 12 345 420
10 12 3456 630 12
11 12 3456 504
12 123 456 280 14 25 36
13 123 4567 420
14 12 34 56 105
15 12 34 567 210 12

E N
O
E N
O
E N
O
E Y
E N
O
E N
O
E N
O
O
E N

      

)، Mapleبالعودة إلى . 4-11 )( )( ) ( )( )( )6, 13 26 45 , 12 34 56n a b= a a.  
)بما أن   . 4-12 ) ( ) 1

0 0Stab Stab −=gx g x g     إذا كـان ،( )0Stab⊂H x   عندئـذ 
( )0Stab⊂H x   لكل x   1، ومنهH )تكـون الآن    . ، بـنقض الفـرض    = )0Stab x 

)أعظمية، ومنه  )0.Stab =H x G التي تبين بأن ،Hتؤثر بشكل متعد .  

، مـن الرتبـة   S زمرة سيلو الجزئيـة -p لتكن      و G عدداً أولياً يقسم     pليكن  . 5-1
mp.  

   على الأكثرSعندئذ تحوي 
1 11 ...

1

m
m mpp p p

p
− −

+ + + = <
−

  

. mpالتالي يجب أن تحوي على عنصر من الرتبـة        ، وب mpعنصر رتبة كل منها أقل من       
1mلذلك، تكون دائرية، ومنه فهي تحوي على         mp p  -mp   .p عنصر من الرتبـة      −−

1mزمرة سيلو الجزئية الثانية ستحوي أيضاً على         mp p ، و  mp عنصراً مـن الرتبـة       −−
 تحوي علـى    Gلذلك فإن   . ، ولا يمكن أن توجد زمرة مثلها      Sستكون مختلفة عن عناصر     

p-      زمرة سيلو جزئية  واحدة فقط لكل pالآن تبين .  يقسم رتبتها، و كل منها تكون دائرية

  لا تقسم
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 عبارة عن جداء لزمر دائرية رتبة كل منها أعداد أولية نسبياً، و بالتالي تكون               G أن   (5.9)
  . هي أيضاً دائرية
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  Bالملحق 

   محلولةغيرمسائل 

 تحوي على زمرة جزئية أعظمية واحدة فقط ويجـب أن           Gبرهن أن الزمرة المنتهية     . 34
  . عدد أوليp زمرة دائرية،-pتكون 

 و 146 مـن الرتبـة    b و   aإذا كان كـل مـن       . 67S عنصرين من    b و   aليكن  . 35
a b b a= ما هي الرتب الممكنة للجداء ،a b؟  

  .Xزمرة مولدة بالمجموعة  Gبفرض أن . 36
    (a)  1 بين أنه إذا كانgxg X− x, لكل ∋ X g G∈ ، عندئـذ الزمـرة الجزئيـة    ∋

1 مولدة بمجموعة كل العناصر Gالمبادلة في  1xyx y− x, لكل − y X∈.  
    (b)      2 بين أنه إذا كان 1x x لكل   = X∈      فإن الزمرة الجزئيـة عندئذ ،H  فـي G 

xمولدة بمجموعة كل العناصر  y لكل ,x y X∈ 2 أو ١ من الدليل.  

3pبفرض  . 37 2 و   ≤ 1p p...,3,7,19,31مثلاً،  ( عددين أوليين    − برهن ، أو لا    ). =
)تبرهن بمثال، أن كل زمرة من الرتبة  )2 1p p   . تبديلية−

  :برهن أو لا تبرهن مايلي. G زمرة جزئية في الزمرة Hلتكن . 38
    (a)    إذا كانت G   منتهية و P عبارة عن p- زمرة سيلو جزئية، عندئذ H PI هي 

p- زمرة سيلو جزئية في H.  
(b)    إذا كانت   G ،منتهية P عبارة عن p- زمرة سيلو جزئية، و ( )GH N P⊃ ،
 عندئذ( )GN H H=. 

(c)      إذا كان gمن اً عنصر G 1 حيث إنgHg H− ⊂ عندئذ ،( )Gg N H∈ .  

  .616برهن أنه لا توجد زمرة بسيطة من الرتبة . 39

1 عددين صحيحين    k و   n ليكن. 40 k n≤  مولـدة   nS زمرة جزئية في     Hلتكن  . ≥
)بالدور   )1 ,..., ka a .    أوجد رتبة ممركزH   في nS .        أوجد رتبة مـنظم بعدئذH   فـي 

nS] .  منظمH    هو المجموعة g G∈   1 حيثghg h− h لكل   = H∈ .    ًو هي أيـضا
  .]Gزمرة جزئية في 
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 ١٥٤

، G زمرة جزئية من زمرة غير منتهية        Hإذا كانت   : ةالآتيبرهن أو لا تبرهن الحالة      . 41
xعندئذ لكل  G∈ 1، يتحقق 1xHx H x Hx H− −⊂ ⇒ ⊂.  

. G عنـصر مـن      g، ولـيكن    G زمرة جزئية ناظمية منتهية من الزمرة        Hلتكن. 42
بين . ١ هو   g الذي يتبادل مع       H أن العنصر الوحيد من       و n من الرتبة    gبفرض أن   

  :أن
    (a) 1 التطبيق 1h g h g h− −a تقابل من H إلى H.  
    (b) المرافق gH يتألف من عناصر G ذوات الرتب n.  

، عندئـذy    إلـى    x ترسل   nS من   Gبين أنه إذا كانت تبديلة ما في زمرة جزئية          . 43
)لمنظمات كل من المثبتات  )Stab x  و ( )Stab y لـ x و yالرتبة نفسها .  

اظمية و آبلية، عندئـذ   نGبرهن أنه إذا كانت كل زمر سيلو الجزئية من زمرة منتهية          . 44
  .فإن الزمرة آبلية

ــصرين   . 45 ــدة بالعن ــا مول ــرة م ــرض أن زم ــات b و aبف ــق العلاق :  و تحق
3 2 , 1, 1m na b a b= = من أجل أي قيمة لــ  . وجبة صحيحة م اً أعداد n و   m حيث   =

m و n  يمكن أن تكون Gغير منتهية .  

 و العلاقـات المعرفـة      y و   x زمـرة مولـدة بالعنـصرين      Gبين أنه إذا كانـت      . 46
( )42 3 1x y xy= =  و زمرها المشتقة المتتالية     G هي زمرة قابلة للحل، و أوجد رتبة         =
, ,G G G′ ′′ ′′′.  

47  .G      زمرة مولدة بالمجموعة الناظمية X       بـين أن   . 2 المؤلفة من العناصر من الرتبة
Gالزمرة الجزئية المبدلة     x مولدة بكل مربعات الجداء      G في   ′ y     لأزواج من عناصـر 

X.  

) في   Nحدد المنظم   . 48 )GLn F      المؤلف من الزمر الجزئية H   ،للمصفوفات القطرية 
Nو برهن أن  H متناظرة مع الزمرة المتناظرة nS.  

) و العلاقات المعرفـة      y و   xلعنصرين زمرة مولدة با   Gلتكن  . 49 )42 5, ,x y xy .
G للزمرة المبدلة Gما هو الدليل في    .G في ′

بـين  .  زمرة جزئية مولدة بالعناصر ذات الرتب الفردية       H زمرة منتهية، و     Gلتكن  . 50
G ناظمية، و أن رتبة  Hأن  H 2 قوى للعدد.  
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 Hبين أنه إذا كانـت      . P زمرة سيلو الجزئية     -p زمرة منتهية، و لتكن      Gلتكن  . 51
) حيث إن Gزمرة جزئية في  )GN P H G⊂ ⊂ عندئذ   

    (a) إن منظم H في G يساوي H،  
    (b) ( ) ( ): 1 modG H p≡.  

الخطوة الأولى هي : هنت. ( قابلة للحلGبين أن . 25 . 33 زمرة من الرتبة Gلتكن . 52
  .) باستخدام مبرهنات سيلو11بة إيجاد زمرة جزئية ناظمية من الرت

 بكاملهـا و  G إلـى  G الذي هو تطبيق مـن  G تشاكل ذاتي للزمرة    αبفرض أن   . 53
بين أنه إذا كانت تساوي زمرتها الجزئية       . Gيتبادل مع كل التماثلات الذاتية الداخلية للزمرة        

 المبادلة، عندئذx xα   .G في x لكل =

لـتكن  . 2 و التي كل منهما مـن الرتبـة   t و   s زمرة منتهية مع المولدات      Gلتكن  . 54
( ):1 2n G=.  

(a)      بين أن G زمرة جزئية دائرية من الرتبة n .بفرض أنnعدد فردي  .  
(b)     ميع صفوف ترافق  صف جG.  
(c)     ــي ــة ف ــر الجزئي ــع الزم ــف جمي ــشكل   G ص ــن ال ــون م ــي تك  الت

( ) { } ,C x y G x y y x x G= ∈ = ∈ .  
(d)     صف جميع الزمر الجزئية الدائرية في G.  
(e)     صف جميع الزمر الجزئية في G في حالتي (b) و (d).  
(f)     برهن أن أي p- زمرتين جزئيتين في Gن  مترافقتا)pأولي .(  

 زمرة جزئية ناظميـة  Nو لتكن   . Xة   على المجموع   تؤثر بشكل متعدG   إذا كانت   . 55
  :برهن أن. X في N مجموعة مدارات Y، و لتكن Gفي 
    (a)   ي للزمرة    يوجد مؤثر طبيعG    على المجموعة Y   بين أن كـل    اً و  الذي يكون متعدي

  . لها القدرة نفسهاX على Nمدار من مدارات 
    (b)       وضح بمثال أنه إذا كانت N          فإنه ليس من الضروري أن تكون غير ناظمية عندئذ 

  .لمداراتها القدرة نفسها

 p( زمرة منتهية تكون ناظمية بدليل أولي     -pبرهن أن كل زمرة جزئية أعظمية من        . 56
  ).أولي
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 إذا حوت على زمرة جزئية ناظمية دائرية        (metacyclic)ائرية   زمرة فوق د   Gلتكن  . 57
N      مع زمرة القسمة الدائرية G N .          برهن أن الزمر الجزئية و زمر القسمة من الزمـر

فـوق  برهن أو لا تبرهن أن الجداءات المباشرة لزمـر         . تحت الدائرية هي زمر فوق دائرية     
  .دائرية هي فوق دائرية

x، ولـيكن    Xمضاعف على المجموعة    و بشكل متعد  زمرة مؤثرة    Gلتكن  . 58 X∈ .
  :برهن أن

    (a) المثبت xG لـ xمرة جزئية أعظمية في  هو زG.  
    (b)    إذا كانت N      زمرة جزئية ناظمية في G    إما عندئذ ،N    جزئية في xG   أو تؤثر 

على بشكل متعد X.  

1 حيث إن  Gن من الزمرة     عنصري y و   xليكن  . 59 5x y x y− =،x    3 من الرتبة ،
1yو    .yرتبة ) دون برهانب(اوجد .  من رتبة فردية≠

 زمرة جزئية ناظميـة فـي     A، ولتكن   G زمرة جزئية أعظمية من الزمرة       Hلتكن  . 60
  . تولدهاG في A مرافقات حيث إن Hالزمرة 

    (a)      برهن أنه إذا كانت N   زمرة جزئية ناظمية فـي G   إمـا عندئـذ ،N H⊂ أو 
G NA=.  

    (b)   لتكن M    تقاطع مرافقات H   في G .     برهن أنه إذا كانتG     تـساوي زمرتهـا 
G آبلية، عندئذA الجزئية المبادلة و  Mزمرة بسيطة .  

61 .(a)          3 برهن أن مركز الزمرة غير الآبلية من الرتبةp  ،p       أولي، يكون مـن الرتبـة 
p.  
(b) التي يكون مركزها غير دائري١6 ما هي الزمرة غير الآبلية من الرتبة .  

   و العلاقات المعرفة β و αبين أن الزمرة مع المولدات . 62
( )32 2 1α β α β= = =  

  . بإعطاء، مع البرهان، التماثل الصريح3 من الدرجة 3Sمتماثلة مع زمرة التناظرات 

  :برهن أو أعط مثال معاكس. 63
    (a) ١5 تحوي على زمرة جزئية ناظمية من الرتبة 30 كل زمرة من الرتبة.  
    (b) تكون عديمة القوى30 كل زمرة من الرتبة .  
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ــيكن . 64 tل ∈Z ــتكن ــدات   G، ول ــع المول ــرة م ــات y و x زم  و العلاق
1 3, 1tx y x y x− = =.  

    (a) ما هي الشروط اللازمة و الكافية على t لتكون Gمنتهية .  
    (b) في الحالة التي تكون فيها Gمنتهية، حدد رتبتها .  

pة من الرتبة  زمرGلتكن . 65 q ،p q≠ن عددان أوليا.  
    (a) برهن أن Gقابلة للحل .  

(b)     برهن أنه إذا كانت G عديمة القوى ⇔ G آبلية ⇔ Gدائرية .  
(c)     هل G برهن أو أوجد مثال معاكس( عديمة القوى؟.(  

 زمرة منتهية تـؤثر     G أولي، و لتكن     p عنصر،   np مجموعة مؤلفة من     Xلتكن  . 66
 بـشكل   X تؤثر على    G زمرة سيلو جزئية في      -pبرهن أن كل    .  بشكل متعدX  على  
متعد.  

4تكن  ل. 67 2 2 1 1, , , 1, ,G a b c b c c b a b c a c a c a b a b c− −= = = = = = = .
  .G و أوجد المتسلسلة المشتقة للزمرة Gحدد رتبة 

بـرهن أن   . G زمرة جزئية ناظمية غير تافهة من الزمرة عديمـة القـوى             Nلتكن  . 68
( ) 1N Z G ≠I.  

  .لا تفرض مبرهنات سيلو في المسألة. 69
(a)     لتكن H زمرة جزئية من زمرة منتهية Gو لتكن ،Pp- زمرة سيلو الجزئية في 

G .    برهن أنه يوجدx G∈  1 حيث إنx P x H− I   هي p-      زمرة سيلو الجزئية فـي 
H.  

    (b)          برهن أن الزمرة المؤلفة من المصفوفات 
1
0 1

0 1

∗ 
 
 
 
 

L
L

L
nع  من النو  n×  هـي p- 

)زمرة سيلو الجزئية في  )n pGL F.  

G حيـث إن  G زمرة جزئية ناظمية في الزمرة المنتهية  Hبفرض أن   . 70 Hيـة   دائر
) و   n، حيث   nومن الرتبة    ):1G  ًبرهن أن   .  أوليان نسبياG    يساوي الجداء شبه المباشر 

H Sθ× حيث Sية من الرتبة  زمرة جزئية دائرn.  
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بـرهن  .  المنتهية و القابلة للحل    G زمرة جزئية ناظمية أصغرية من الزمرة        Hلتكن  . 71
 لبعض من الأعداد الأولية      p متماثلة مع المجموع المباشر للزمر الدائرية من الرتبة          Hأن  
p.  

72 .(a)        برهن أنه تكون رتبة الزمرتين الجزئيتين A   و B     من الزمـرة G    منتهيـة إذا 
Aكانت  BIمن رتبة منتهية .  

(b) يقال عن العنصر x في الزمرة G أنه FC -  عنصر إذا كان مثبته من دليل منته فـي
G . برهن أن مجموعة جميعFC عناصر في Gتكون ناظمية .  

2 زمرة من الرتبة     Gلتكن  . 73 2p q    للعددين الأوليين p q> .   برهن أنG   تحوي على 
1n لبعض npزمرة جزئية ناظمية من الرتبة  ≥.  

74 .(a)   لتكن K       زمرة منتهية عديمة القوى، ولتكن L       زمرة جزئيـة فـي K   بحيـث 
.L K Kδ Lبرهن أن   .  زمرة جزئية مشتقة   Kδ، حيث   = K=] .    يجب أن تفرض بأن

ل زمـرة جزئيـة أعظميـة تكـون         الزمرة المنتهية تكون عديمة القوى إذا وفقط إذا كانت ك         
  ].ناظمية

(b)   لتكن G  إذا حوت   .  زمرة منتهيةG   زمرة جزئية    علىH        بحيث يكـون كـل مـن 
G Hδ و H عديمة القوى، برهن أن Gعديمة القوى .  

  :ة متكافئةالآتيبرهن أن الشروط .  منتهية زمرة غير دائرية-G pلتكن . 75
    (a) ( )( ) 2:G Z G p≤.  

(b)     كل زمرة جزئية أعظمية في Gتكون آبلية .  
(c)     ن بحيث تكونان آبليتينتوجد على الأقل زمرتان جزئيتان أعظميتا .  

على شكل جداء ) بشكل غير تافه( يمكن أن تكتب  56 من الرتبة    Gبرهن أن كل زمرة     . 76
  .56زمرتين غير متماثلتين و غير آبليتين من الرتبة ) بدون برهان(أوجد . شبه مباشر

ϕ: زمرة منتهية و Gلتكن . 77 →G G تشاكل   
    (a)     0حيح   برهن أنه يوجد عدد صn ) حيث إن  ≤ ) ( )n mG Gϕ ϕ=    لكل الأعـداد 

mالصحيحة  n≥ . لتكنnα ϕ=.  
   (b) برهن أن G جداء شبه مباشر للزمرتين الجزئيتين ( )Ker αو  ( )Im α.  

(c)    برهن أن ( )Im α ناظمية في Gأو أعط مثال معاكس .  
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 زمـرة   H و لتكن    G مجموعة تمثيلات لصفوف الترافق في زمرة منتهية         Sلتكن  . 78
Sبرهن أن . Gجزئية في  H H G⊂ ⇒ =.  

  . زمرة منتهيةGلتكن . 79
(a)     برهن أنه توجد زمرة جزئية وحيدة K في G بحيث (i) G K قابلة للحل و (ii) 

G زمرة جزئية ناظمية و Nإذا كانت  N قابلة للحل، عندئذ N K⊃ .  
(b)    برهن أن Kمتميزة . 

(c)    برهن أن  [ ],K K K= 1 و أنK   . غير قابلة للحلK أو =
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  Cالملحق 

  امتحان لساعتين

 و  (c) و   (b) و   (a)أعط تعليلاً موجزاً لكـل مـن        (أي من الحالات الآتية صحيحة      . 1
(d) أعط مجموعة صحيحة من محتويات ،(e).(  

)a(    ــن ــل م ــان ك ــذb     وaإذا ك ــرة، عندئ ــن زم ــصرين م  عن
( )62 31, 1 1a b a b= = ⇒ =.  

)b(  7ان مترافقان في الآتيالعنصرانS : 

( ) ( )1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7,3 4 5 6 7 2 1 2 3 1 5 6 7 4  

)c(    إذا كانتG   و H       594 زمـرتين منتهيتـين و 594G A H A× ≈ × ،
 عندئذG H≈.  

)d(  5الزمرة الجزئية الوحيدة فيA تحوي (  . نفسها5A هي 123(

)e(        قابلة للحل       ⇐   تبديلية         ⇐   دائرية         ⇐عديمة القوى ) من أجل
 ).زمرة منتهية

110 زمر سيلو الجزئية يمكن أن يكون زمرة من الرتبة          -11ما عدد   . 2 ؟ صنف =2.5.11
 هل كل زمرة من الرتبة      10.على زمرة جزئية من الرتبة       التي تحوي    110الزمر من الرتبة    

  .10 تحوي على زمرة جزئية من الرتبة 110

 Gبين أنه إذا كانت كل زمرة قسمة تبديليـة فـي          .  زمرة منتهية عديمة القوى    Gلتكن  . 3
  .هل الحالة صحيحة من أجل الزمر غير عديمة القوى.  تبديليةGدائرية، عندئذ فإن 

(a) .4 لتكن  G زمرة جزئية من ( )Sym X حيث ،X مجموعة من n إذا .  عنـصر
1g، بين أن كل عنصر      X على    تبديلية و تؤثر بشكل متعدG     كانت    يحـرك   G من   ≠

)واستنتج بأن . Xكل عنصر من  ):1G n≤. 

)b(  1لكلm   .3m من الرتبة 3mSأوجد الزمر الجزئية التبديلية من ، ≤

)c(  بين أن الزمرة الجزئية التبديلية منnS 33 تكون من الرتبة
n

≥.  
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افرض . H زمرة جزئية في     P، ولتكن   Gمية من الزمرة     زمرة جزئية ناظ   Hلتكن  . 5
)برهن أن .  داخلياً يكونHأن كل تماثل ذاتي في  ). GG H N P=.  

(a) .6ات  أعط وصفاً لزمرة مع المولدx و y 1 و معرفة بالعلاقات 1y x y x− −=. 

)b(       أعـــط وصـــفاً لزمـــرة مـــع المولـــداتx و y و معرفــــة 
1بالعلاقات 1 1 1,y x y x x y x y− − − −= =.  

النتائج التي برهنت في الصف أو الملاحظات، لكن ينبغي أن تشير بوضوح       يمكنك أن تستخدم    
  .إلى ما تستخدمه

  الحل
1 .(a)2في :    خاطئة 3, ,a b a b ،a bمن رتبة غير منتهية .  

(b)      صحيحة، التحليل الدوري هو    ( )( ) ( ) ( )1357 246 , 123 4567.  
(c)     سيشميدت-    صحيحة، نستخدم مبرهنة كرول  .  
(d)     خاطئة، الزمرة المولدة تكون فعلية    .  
(e)        قابلة للحل⇐   عديمة القوى   ⇐   تبديلية   ⇐    دائرية    .  

11و الجزئية    زمر سيل  -11إن عدد   . 2 1,12,...s  زمـر   -11بالتالي توجد   . 10 و تقسم    =
  ولها. Pسيلو جزئية واحدة فقط 

11 10 5, , ,G P H P C H C H Dθ= × = = =  
)علينا الآن أن ننظر إلى التطبيق        )11 10: Autθ → =H C C .   نعم، من توطئة سيـشور- 

  .زاسينهاوس

. 2 من الصف    H على زمرة القسمة     Gعندئذ تحوي   . >1 يملك صفاً    Gبفرض أن   . 3
  نعتبر 

( ) ( )1 1Z H H H Z H→ → → →  
 عندئذH لذلك فإن .  تناقض، و هذا(4.17) تبديلية منGتبديلية و بالتالي فهي دائرية .  

)      بالتبادل، بالاستقراء، الذي يبين بأن  )G Z Gدائرية .  
  ).3Sمثلاً، (في الحقيقة، ليس صحيحاً من أجل الزمر القابلة للحل !      لا

4 .(a)    إذا كانg x x=   عندئذ ،g h x h g x h x=  يثبـت كـل     gبالتالي فإن   . =
1g، ومنه   Xعنصر من    xنثبت  . = X∈    عندئـذ ،:g g x G X→a  غـامر  .

)نلاحظ أن مبرهنة كايلي تعطي التشاكل الذاتي [ ), :1nG S n G→ =.[  
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(b)      1، و لتكن 3 بتجزئة المجموعة إلى مجموعات جزئية من الرتبة ... mG G G= × ×.  
(c)    1  لتكن ,..., rO O مدارات Gتكن ، و لiG صورة G  فـي ( )Sym iO .  عندئـذ

1 ... rG G G→ ×   ،)بالاستقراء(، ومنه ×

( ) ( ) ( )
1
3 3 3

1:1 :1 ... :1 3 ... 3 3
rn n n

rG G G≤ ≤ =  

gلتكن  . 5 G∈    و لتكن ،h H∈   ها مرافقة   إنحيثh   على H     تتوافق مع مرافقة g .
 1عندئذ 1gPg hPh− )، ومنه =− )1

Gh g N P− ∈.  

6 .(a) إنها الزمرة   
G x y C Cθ θ∞ ∞= × = ×  

)مع   ): Aut 1θ ∞ ∞→ = ±C C .         بالتبادل، يمكن أن تكتب العناصر بشكل وحيد بالـشكل
, ,i jx y i j ∈Z 1، وy x x y−=.   

    (b)من العلاقتين نحصل على .  إنها الزمرة الرباعية  
1 1,y x x y y x x y− −= =  

2ومنه  2x y= . من العلاقة الثانية  
2 1 2 2, ,x y x y y− −= =  

4ومنه  1y =.  
 مولـدة بالعناصـر   8S كوكسيتير أنها زمرة جزئية مـن    -    بالتبادل، تبين خوارزمية تود   

( )( )1287 ) و 3465 )( )1584 2673.  
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